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INTRODUCTION

l NTRODUCTI'ON
L'élaboration de matériaux de caractéristiques ou de propriétés
déterminées est une préoccupation commune aux chercheurs dans le domaine
de la science des matériaux et aux sociétés industrielles qui ont le souci
de répondre aux besoins nocweaux des technologies modernes. Prévoir,
contrôler et maîtriser les propriétés ou la structure des matériaux néces-
site d'acquérir la connaissance précise et la maîtrise de la chaîne d'élabo-
raticn, c'est-à-dire de tous les processus élémentaires qui interviennent
à cha.cune des étapes qui séparent les matières premières du pro'duit fini.
Dans de nombreux cas, l'élaboration des matériaux traditionnels
ou ncuveaux, fait int·ervenir une phase de fusion, à température élavée.
Cette étape de fusion destinée à produire la réaction ou l'homogénéisation
en p~ase liquide des divers constituants est déterminante vis à vis des
propriétés du matériau. Il en est de même de la phase de solidification,
avec mise en forme éventuellement simultanée durant laquelle se figent,
de fa.çon parfois irréversible, les caractéristiques du matériau. La maîtrise.,
et lE~ pilotage des procédés de fusion et de solidification sont très délicats
surtout lorsque, pour obtenir des propriétés précises, des critères de pureté
et de composition très sévères sont requis.
La fusion, quelque soit le mode de production de chaleur est très
souvent à l'origine cltune dégradation de la pureté des éléments'de base qui
constituent le matériau final. En effet ces éléments à ltétat liquide et à
température élevée réagissent par le biais de réactions physicochimiques
avec les parois des creusets nécessaires pour les contenir. Généralement,
la fusion et la solidification sont réalisées dans des organes séparés qui
né~sitent le maintien et le transport du matériau, à l'état fondu,
dans une poche qui présente les mêmes inconvénients, vis à vis de la "propreté"
du matériau que le four de fusion. La solidification àoit être réalisée
dans des conditions précises pour obtenir une structure métallurgique et
par conséquent des propriétés mécaniques déterminées pour le matériau final.
2.
Ceci implique généralement d'imposer un mouvement de brassage au métal lors
du changement de phase liquide-solide (Birat, Chene, 1982). Cependant, si
le brassage présente beaucoup d'avantages sur la structure métallurgique,
il ne va pas sans inconvénient vis à vis de la pureté du matériau élaboré,
par l'introduction dans la ~tie liquide brassée d'éléments constituant
le laitier de couverture.
Plusieurs techniques ont été mises au point et exploitées à
l'échelle industrielle, qui permettent de résoudre les problèmes liés à la
pollution du matériau lors de la fusion. Celles-ci reposent sur l'utilisation
,de creusets métalliques refroidis par une circulation d'eau: alliée à un
mode de chauffage non polluant comme l'arc électrique, le faisceau d'électrons,
les plasmas d'arc au les plasmas inductifs, cette possibilité permet la
production dernatériaux de haute pureté. Le matériau se fige en effet au
contact du creuset métallique froid, ce qui a pour conséquence d'éliminer
toute pollution due à l'érosion mécaniqlle du creuset, aussi bien qu'aux
réactions physicochimiquès quasiment inexistantes entre solides. Ce type
de creuset est utilisé dans les procédés VAR (Vacuum Arc Remelting) et
ESR (Electro Slag Refining), (Eertram, Zaner, 1982) (Nafziger, 1976)
(Bakish, 1962).
Le mode de production d'énergie à la 'fois le plus souple et le
moins polluant, pour les matériaux conducteurs de l'électricité, est
l'induction puisqu'elle permet d'injecter sans contact dans toute la masse
du matériau de l'énergie calorifique commme de lJénergie mécanique. Cependant
l'utilisation du creuset métallique refroidi est difficilement compatible
avec l'induction: en effet le creuset constitue un écran pour le champ
magnétique qui ne peut atteindre le matériau à fondre à cause des courants
induits superficiels qui s'opposent aux courants inducteurs. Cette difficulté
a été éliminée par la sectorisation du creuset (Shippereit, Leather, Evers,
1961) qui force les courants induits à se refermer sur la paroi interne
du creuset et permet, par la création d'un champ magnétique dans le matériau,
la fusion par induction directeo Cette te~hnique exploitée très souvent
en interposant entre le matériau et le creuset un laitier~ a parfois reçu
le nom d'''Inductoslag'' (Clites, Beall, 1974) (Clites, 1982). Elle permet
également l'élaboration de matériaux en état de lévitation (Ciszek, 1985)
(Herrick, Beckrens, 1981).
3.
Jusqu'à un passé récent, aucune règle de dimensionnement des
creusets froids sectorisés n'existait, et c'est l'empirisme et les contraintes
de réalisation au niveau de l'usinage qui fixaient les par~~ètres importants
du creuset à savoir le nombre et la forme des secteurs, ainsi que l'épaisseur
des fentes séparant les secteurs. En 1980, des études ont été réalisées à
la demande du CEA (Centre de Marcoule) dans le but de progresser dans la
connaissance des creusets froids avec un objectif précis d'optimisation
du rendement énergétique des installations de fusion. L'objectif finalisé
de ces études était le retraitement des déchets radioactifs : refusion des
gaines de combustible nucléaire au œnfinement par vitrification. Pour cette
application particulière, le creuset froid présente en effet un très grand
avantage non vis à vis de la non pollution du matériau par le creuset,
mais par la non pollution et la non érosion du creuset par le matériau
ceci est indispensable dans ce genre d'· application puisqu'aucun déchet
nouveau ne doit être créé lors du retraitement des déchets d'origine.
Ces études ont permis une première approche scientifique du creuset froid
cylindrique utilisé pour la fusion et l'élaboration en continu (Delage,
1982) .
Deux types principaux de creusets froids existent a.ctuellement :
le creuset froid cylindrique et le creuset froid muni d'un fond sectorisé
encore appelé creuset froid de lévitation.
Le creuset froid cylindrique permet de réaliser simultanément
les opérations de fusion, d'élaboration et de solidification en présence
de brassage, de matériaux en continu. Les géométries classiques actuellement
sont cylindriques circulaires, mais il semble qu'une extension soit possible
à des géométries plus complexes (Delage, Barbier, Fautrelle, 1982).
Le creuset froid muni d'un fond refroidi permet de réaliser une
fusion et une élaboration en état de lévitation, sans contact avec les
parois du creuset (Gagnoud, Etay, Garnier, 1986) ou peut servi~, dans des
dimensions importantes, de poche d'élaboration sans pollution.
4.
La modélisation électromagnétique des creusets froids se heurte à
une difficulté importante: même avec un creuset cylindrique, le champ magné-
tique est tridimensionnel à cause de la sectorisation. Aucun modèle approché
bidimensionnel ne peut prendre en compte de façon précise les paramètres
sensibles du système comme le nombre de secteurs, la forme et l'épaisseur
des fentes.
L'objet de ce travail, réalisé en collaboration avec le CEA.
est la modélisation électromagnétique des creusets froids, cylindriques
ou de lévitation, dans leur environnement réel.
Dans une première partie, un modèle est défini, qui présente
l'originalité de ne nécessiter- que la àiscrétisation des parties électrique-
ment actives d tune installation de fusion en creuset froid. Ce mod·èle
numérique, à la fois souple et léger, permet .de déterminer l'influence
de tous les paramètres sur le rendement global d'une installation de fusion.
Des comparaisons entre les valeurs calculées et les valeurs mesurées sont
réalisées.
Dans une deuxième partie, le modèle est mis à profit pour définir
des critères précis d'optimisation des installaticns de fusion en creuset
froid. Des cas con'crets sont examinés e·t une optimisation de conÏigurations
réelles effectuée. Cette partie, par son intérêt industriel et stratégique
pour le CEA, fait l'objet d'une annexe confidentielle non publiée.
Dans une troisième partie, le problème de frontière libre posé
par la d·étermination de la géométrie d f équilibre, de la surface libre
d'une masse liquide en lévitation est résolu. Deux cas sont pris en
considération: le cas d'un inducteur classique en spires coniques, le cas d'un
creuset froid de lévitation.
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CHAPITRE I
ETUDE ELECTROMAGNETIQUE D'UNE INSTALLATION DE FUSION
PAR INDUCTION EN CREUSET FROID
o 0
o

7.
INTRODUCTION
L'objet de cette partie est l'étude électromagnétique d'un système de
fusion par induction en creuset froid. Une installation de fusion en structure
froide est essentiellement constituée des éléments suivants (Fig. 1)
- Un générateur à induction délivrant pour une installation à
l'échelle du laboratoire, une puissance de quelques dizaines
de kW, dans des gammes de fréquences moyennes de l"ordre de
quelques dizaines de kHz,ou élevées de l'ordre de quelques
centaines de kHz,
- Un coffret de condensateurs,
- Un inducteur en cuivre refroidi par une circulation d'eau interne,
- Un creuset constitué d'une juxtaposition de secteurs en
cuivre, refroidis par une circulation d'eau interne.
- Une charge conductrice de l'électricité.
r-----------------------------------ï
INDUCTE"CJR
CONDENSATEUR
l
CHARGE CONDUCTRICE 1
D'ELECTRICITE 1
1
1
CREUSET SECTORISE
EN C IVRE 1
,rl',:::ç;IlRl:::l... 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 1
1 CIRCUIT OSCILLANT 1L 1
IGENERATEUR A
E~g'Y.!:-g._l : Eféme.YL-t6 C.On..6~u,t.,()y-> d'une. .ùw-tillo.;U.o'lt de. -tl-LM-iOH
e.n CJte.LMet 1vtO-id
L'ensemble inducteur, creuset et charge forme un circuit oscillant
avec le coffret de condensateurs.
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Il existe deux types de creusets froids conçus pour des applications
différentes: le creuset froid droit faisant partie d'une installation de
tirage, et le creuset de lévitation pour l'élaboration (Fig. 2).
- DOIGT REFROIDI
ESCAMOTABLE
____INDUCTEUR ---@
@
-..__BOITE A EAU --,--,===:1--
@
.f-:f-fl:it!NI--....::----- CHARGE --------t~tt_o:::'\_lb'_f
""SOLE DE TIRAGE
SYSTEME DE TiRAGE
1
1
T
~~~~~~~t~llkll-------- CREUSET
~ 1 ~~q~-----fft--COPEAUX
0" 1.., _ 2 TUBES CONCENTR 1QUES POUR LE REFRO 1- _
1~"''''''''''~'''''''''~IIh1 DISSEMENT DES SECTEURS
E~g~~_g : V~~ence e~e deux ~~tatt~o~ de ~~~on en
CJt.e~et -tYto~d. 2-a : ri1./.lta11~on de t-ûtage en C)te~et -tYt0-<'d dJto4
2-b : I~ta11~oYl de -ü.~~oYl pM J!.évilatioYl
Tous les éléments constituant ces installations sont des conducteurs
de l'électricité. Il se développe donc des courants induits dans le creuset,
la charge, mais aussi dans la sole de tirage ou le doigt de coulée, et dans la
boîte à eau. Suivant la configuration de chaque élément et leur position
relative, cette répartition de courant induit est modifiée. Aussi nous propo-
sons-nous de déterminer les grandeurs électromagnétiques dans cet ensemble
inducteur, creuset et charges. L'objectif est de prévoir les courants induits,
le champ magnétique en tout point, l'impédance équivalente de l'ensemble vis
à vis du générateur et la puissance dégagée par effet Joule dans les divers
éléments.
9.
l - PRESENTATION DU PROBLEME ET CHOIX DU MODELE
Tout d'abord, précisons les équations qui décrivent ce problème
- Les équations de Maxwell
~ ~
rot E
-'>div D = 0
div B= 0
aB
=- at
(LI)
(1. 2)
(1. 3)
(1. 4)
- Les définitions des potentiels
B= :'~<;t A
~ alÊ = .. grad V - at
- Les lois des milieux,
B= UoR (milieu non magnétique) .
D= E o Ê
- La loi d'Ohm
j = aE (conducteur au repos)
- Les conditior!s aux limites
Composantes tangentielles
(1.5)
(1. 6)
(1. 7)
(1. 8)
(1. 9)
(1.10)
7
= 1.
S
~
fi. n (I.ll)
~ ~
n et t sont des vecteurs unitaires normal et tangent à la surface séparant
les milieux (1) et (2).
Composantes normales
B = B
nI n2
Dn 1 = Dn 2
(1.12)
(LU)
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Le signal aux bornes de l'inducteur est sinusoïdal de pulsation w.
Les équations à résoudre sont (I.2) et l'équation de diffusion du champ magné-
tique déterminée avec la condition E o W « cr :
-.. aB~B = ~ocr at (I.14)
avec les conditions aux limites définies précédemment. Toutes les variables
électromagnétiques vérifient une équation de diffusion de type identique à celle
du champ magnétique.
Afin de compléter la description dl1 problème rappelons la définition
de l'épaisseur de peau électromagnétique.
Examinons le cas d'une configuratiun axisymétrique. par exemple un
cylindre conductsur de rayon R de hauteur H placé dans un inducteur cylindrique
.-" -.. -..)de hauteur comparable (Fig. 3). Le repère cy:.indrique (i ,ie,i est choisi pourr . z
décrire les g~andeurs électromagnétiques
H
Cy~n~e conducte~ de e'ite~cité
p.tacé daM un .f.nducte.~ CY~Hc::iJU.Que
pMCO~U PM un co~an.t aLtVtHa,.t4.
A l'image des courants inducteurs. les courants induits sont dans la
direction azimutale et vérifient l'équation
+ 1
r
/\
= i cr ~o w Je (L15 )
L'échelle caractéristique de variation suivant z. imposée de l'extérieur
par l'inducteur est H. Supposons que l'échelle de variation radiale soit R. L'équa-
tion (1.15) s'écrit sous forme adimensionnelle
Il.
/\ /\ /\
1 [a2J' 1 aJ'e] 1 a2J' /\e + + e i J' (1. 16)a;;-r ;, ~ =R ar' R
wH ewR
avec et
Les fréquences utilisées (f > 10 kHz) et les conductivités électriques
(0 > 10° (nm)-l) sont telles que:
RwR » l et RwH » 1
Ceci implique que les échelles caractéristiques ne sont pas adaptées.
Puisque la variation suivant z est imposée,l'échelle radiale doit être remise
en cause de façon à permettre l'âquilibre entre la diffusion radiale et le terme
source du second membre. Cette échelle C est définie de la façon suivante :
1
Ainsi
soit c '"
l
1\ 1\ /'.
1 a
2J' 1 a
2J' a2J'e 8 8
~ '" -- a;n- '" a;n-°lJoW Rwc
1\ 1\ 1\
1 1 aJ' l 1 1 aJ' 1 1 aJ'e e 8
'" ;, '" --a;r°lJoW r ar IR
wR I~
ar' IR
wR
r'
wC
L'équation (I.15) adimensionnalisée s'écrit
1\ 1\ /\
a2J' l 1 aJ' 1 a
2J' 1\8 8 8
a;n- + r' ar' + az'2 = i J'/R
wR
R
wH 8
qui, puisque R
wR et RwH sont gra~devant l'unité~se réduit à
1\
• T'
lu e
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Soit
i cr w (1.17)
Les solutions de cette équation sont
(1+i)r
6
- (l+U!:'
+ 13 e 6 iwte
avec
2 1/2
6 = (--)
~,,(J w
(1.18 )e
La constante a est nulle car Je ne peut tendre vers une valeur infinie
quand r devient très grand. Donc la solution de l'équation (1.17) est:
_ (l+i) R-r
6 iwt
e
1\ 1\
où J
es
est la valeur d'amplitude de Je à la surface du conducteur. c'est-à-dire
en r = R.
6 est appelé épaisseur de peau électromagnétique et représente la couche
de surface dans laquelle pénètre la densité de courant suivant la normale.
Dans toutes les configurations étudiées, la condition de fine épaisseur
de peau électromagnétique devant la taille caractéristique de la géométrie sera
toujours vérifiée (R »1). Le champ magnétique, les densités de courant induit.
wR
le potentiel vecteur, diffusent dans les conducteurs suivant la normale à leur
surface (1.17) et s'expriment à l'aide d'une loi de décroissance exponentielle
suivant la normale interne (1.18).
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Les conditions générales de cette étude étant précisées, intéressons·
nous maintenant à la modélisation. Les paramètres suivant doivent être maitrisés
- La forme du creuset ; le modèle doit permettre la modélisation des
creusets droits et de lévitation.
- Le nombre et la largeur des fentes du creuset.
- La profondeur de pénétration du champ magnétique dans les conducteurs
il est impératif de prendre en compte la fréquence et la conductivité
des divers matériaux.
- La charge et tous les éléments environnants co~me la sole de tirage
ou la boite à eau
Il faut aussi rappeler que la périodicité en e engendrée par les secteurs
du creuset conduit à un problème de géométrie tridimensionnelle.
La première étude électromagnétique réalisée sur les creusets froids
droits a permis la conception d'un modèle du système inducteur, creuset, charge
exploitant la théorie du transformateur (Delage, 1982). Cette approche globale
ne permet pas une étude suffis-amment détaillée: l'influence de certains para-
mètres tels que la forme du creuset, la largeur des fentes ne peuvent être pris
en compte. Une modélisation par éléments finis a été envisagée mais certains
problèmes sont apparus, notamment : la gamme de fréquences où nous travaillons
entraine une faible pénétration du champ magnétique dans les conducteurs ; la
discrétisation devient délicate : elle nécessite soit un maillage très fin, soit
l'exploitation d'une technique encore peu utilisée: les macroéléments (Kladas et
ale, 1984). Pour ce qui est des techniques d'întégrales de surfaces (Nicolas, 1983),
elles s'adaptent bien au cas de l'épaisseur de peau électromagnétique nulle mais
sont peu exploitées dans le cas de faible épaisseur de peau. Le modèle choisi,
proche d'une formulation par intégrales de surface t est basé sur l'interaction
des divers courants entre eux.
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II ~ lVIODELISATION ELECTROMAGNETIQUE
Le modèle présenté consiste dans un premier temps en la détermination
des densités de courant induit dans tous les éléments conducteurs, puis de
l'impédance équivalente, de la puissance dégagée par effet Joule et du champ
magnétique.
II - 1/ Hypothèses du modèle:
Les fréquences couramment utilisées sont supérieures à 10 kHz. Les
charges et le creuset sont de bons conducteurs électriques (cr de l'ordre de
10+7 à 10+8 (nm)~). Liépaisseur àe peau éiectromagnétique est donc inférieure
à 2 mm ; la taille des charges et du creuset est de quelques centimètres, nous
samœs donc dans une condition de fine épaisseur de peau électromagnétique. Par
conséquent, nous supposons toujours que toutes les grandeurs électromagnétiques
vérifient une loi de décroissance exponentielle suivant la normale interne des
charges et des secteurs du creusetA Cette hypothèse permettra une simple discré-
tisation de la surface des divers éléments.
L'inàuctaur est supposé axisymétrique et filiforme, par conséquent
il n'est pas discrétisé, mais l'ensemble des spires qui le constituent agira
sur chaque élément électroconducteur : creuset~charges.
Les charges sont considérées à symétrie àe révolution du point de vue
des grandeurs électromagnétiques. Nous verrons par la suite que cette hypothèse
est j~stifiée du fait de l'influence locale des fentes du creuset.
Le repère de coordonnées cylindriques (=,8,z) étant le mieux adapté
à cette étude, toutes les grandeurs vectorielles seront exprimées dans ce repère
dont les vecteurs unitaires seront notés, ~ ~ ~i r , i S ' i z ·
II - 2/ Calcul des den$ités de courant induit
II.Z.l. - Discrétisation d'une charge
La charge étant axisymétrique, est parcourue uniquement par
des densités de courant induit suivant la direction azimutale. Nous discrétisons
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la génératrice de la surface de la charge en NC éléments de longueur curviligne
identique (Fig. 4). Ainsi, la charge est constituée de NC spires et chaque spire
1\ (l+i)n
est parcourue par J (kJ e 6 où n est la distance à la surface suivant
c
la normale entrante.
Les inconnues sont les densités de courant induit à la surface de
la charge
/\
J (k)
c
1
ri
k
V-WCJ1..é,U..utU..on dl une c.haJtge. en NC -6P-Utu de c.oWtaY/..t.6
II.2.2. - Discrétisation du creuset
La discrétisation du creuset est présentée dans le cas général d'un
creuset de lévitation.
Comme précédemment, du fait de la condition de fine épaisseur de
peau électromagnétique, seule la surface du creuset est discrétisée. Les parois
interne et externe de chaque secteur sont découpées en NT arcs de spires de
hauteur finie, les parois latérales en NT segments horizontaux et chaque arête
du secteur en NT-l segments. La hauteur de chaque arc. de spire est fixée par la
nappe interne ; nous avons choisi de discrétiser la génératrice de la nappe
interne en élémentsde même longueur. A chaque arc de spire de la nappe interne
correspond un arc de spire de la nappe externe (Fig. 5). Par raison de symétrie,
tous les secteurs ont la même répartition de densité de courant.
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J3(NT-1) 1
~
1
+- ,
+--
1
+- 1
+-
1...-.
1
+-- ~I+-+-- )- Ji' 1J 3(1) ~ -
/J4c1>+-- - __ ;ao-IJ2(1)
iwt ( . ( (1»"7 + ( ( .)~ ) .e s1n a K 1 cos a.k) i z : densite de courant dusegme~t k de l'arête interne d'un secteur
du creuset, a(k) angle du segment k avec
la verticale (Fig. 6)
Les grandeurs :,uivantes
1\ -(l+i)ll iwt ~J1,k) e '-6-- e i e
-(l+i)ll
/\ 6 iwt "7J2(k) e e 18
-(l+ih!
/\ ê iwt ~J3(k) e e i
z
-(l+i)n
/\ 6 iwt ~J4(k) e e i
r
/\
J5(k) e
-(l+i)n
6
sont alors définies :
densité de courant d'un arc de la spire k
de la nappe externe du creuset
densité de courant d'un arc de la spire k
de la nappa interne du creuset
densité de courant du segment k de l'arête
externe d'un secteur du creuset
densité de courant du segment k de la paroi
latérale d'ùn secteur
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IZ
1
1
1
1
lZ(N)
1
1
1
R2(1)
R1 ,Z(NT)
h(N)
R1, Z(1) r
V~nition d~ p~am~~ géom~qu~ du découpage
du c..JtetUlet
Aux bornes de chaque élément de courant parcouru par Jl(k), J2(k),
J3(k), J4(k), J5(k), sont définies les différences de potentiel liUl(k), liUZ(k),
liU3(k),liU4(k),liU5(k). Ainsi quelque soit le nombre de fentes, les inconnues
densités de courant et différences de potentiel du creuset sont au nombre de
10 NT-4 (Fig. 7)
• -J3(k-1)
E{gl:!J!:~_Z : M"we en évJ..dence ct~ -6tjm~e/.l au niveau d~
deYW-Ué.-6 de cowwYLt,;) et ct~ cU.UéJtenc~ de pote.n.Lùl. : C.M ct 1 un c..JtetUlet
mwu de 4 ieYl.t~
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II.2.3 - Equations de base du modèle
D'un point de vue électromagnétique, le système étudié est décrit comme
un ensemble de courants élémentaires. Les équations de base de ce problème sont
les relations de Kirchhoff, les lois d'Ohm et de Biot et Savart.
Intéres~ons-nous tout d'abord à la loi d'Ohm. Des relations (I.6) et (I.9)
se déduit l'équation:
j = - cr gr~d V - cr âA
ât
(ILl)
où gr~d V s'exprime linéairement à l'aide d'une différence de potentiel, A est
une combinaison linéaire des densités de courant issue de la loi de Biot et Savart.
L'équation (II.1), qui traduit l'interaction entre courants est écrite
pour chacun des éléments du maillage soit pour 5NT-2 + NC densités de courant.
De plus le creuset correspond à un réseau de mailles de courant qui
vérifie les lois de Kirchhoff. La loi des noeuds procure ZNT équations et la
loi des mailles 3 NT - Z équations.
Ainsi cette analyse conduit à la constitution d'un système de 10 NT-4 + NC
équations linéaires à 10 NT - 4 + NC inconnues dont la résolution permet de connaître
la répartition des densités de courant induit dans la charge et le creuset et les
différences de potentiel aux bornes des courants du creuset.
II.2.4. - Mise en équations et résolution
II.2.4. -/- La io~ d~ maiet~
------------------
Considérons la section d'un secteur, à la hauteur Z(N), constituant
la maille suivante
Section flO«zolttaie d'un -ôeC-teWt
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La relation entre les différences de potentiel de cette maille s'écrit
6U4(N) = [6U2(N) Wl(N)] /2 (II. 2)
Prenons maintenant une maille sur la paroi externe d'un secteur du
creuset
.1U1(N+1}
..
.1U3(N)
.1U1(N)
-.1U3(N)
McU11e .6Wt la PCVl..o-<' ex.teJtne d'un
.6ec.:teWt
On en déduit la relation suivante :
W3(N) = [Wl(N) 6Ul(N+l)l /2
J
(II. 3)
De la même manière, la loi entre les différences de potentiel d'une
maille de la paroi interne d'un secteur du creuset s'exprime de la façon suivante
6U5(N) = [W2(N) W2(N+l)] /2 (11.4)
Toutes les différences de potentiel définies dans le creuset s'expriment
à l'aide des grandeurs 6Uï. et 6U2.
'iN Ë [l,NT-l] 6U3(N) = (6Ul(N) 6Ul(N+l»)/2
6U5(N) = (6U2(N) - 6U2(N+l»/2 (II. 5)
'iN Ë [l, NT] 6U4(N) = [6U2(N) 6Ul(N)] /2
II.2.4. -2- La lo-<' de/.> noeud/.>
-----------------
Lors de la discrétisation du creuset, les arêtes des secteurs ont été
découpées en segments de courant. Du fait de leur position et de la pénétration des
densités de courant dans le creuset suivant la normale à la surface dans l!épaisseur
de peau électromagnétique 6, leur section est assimilée à celle d'un quart de cercle
de rayon 6 et vaut =
6 2 TI
--,- = 6,6.
~ .1.
6 2 TI TIO4 . La notation suivante est choisie: 61= 4 ' ainsi
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Les noeuds de courant qui ont été définis lors de la discrétisation des
secteurs du creuset sont au nombre de 2NT et se trouvent sur les arêtes externe
et interne des secteurs. L'écriture de la loi des noeuds sur l'arête externe·
do~~e les relations suivantes
+ 34(NT) oh(NT) =(1+i)
34(1) oh(l) = 31(l)( 1+i)
/\ <SO l
J3(NT-l) (1+i) JHNT) oh(NT)(1+i) (II. 6)
1\
'ri N ë [2,NT-l] J3(N-1) ( 01+0 11,) + 34(N) oh(N) = 31CN) o.h(N) .,. JJ(N)~(l+i) (l+i) (l+i)
L'écriture de la loi des noeuds de l'arête interne donne les relations
suivantes
/\ oh(l) /\ (; h(l) /\ OÔ 1
J4(1) (1+i) + J20dos(a(l»(1+i) + J5(1) (l-+I) = 0
/\ 01 0 /\ oh(NT) /\ oh(NT)J5(NT-l) (1+i) = J2(NT) (1+i)cos(a(NT) ) + ':4(NT) (1+i) (II. 7)
<SOI <5 0 /'.1\ /\ 1 J2(N) 0 h(N) .,. 14(N) oh(N)
'1 N ë[2,NI'-1] J5(N-1) (1+i) = J5(N) (lH) + (1+i)cos(a(N) ) (l+i)
/\ 1\
Ces équations permettent d'exprimer JI et J2 à l'aide des autres densités
/' 1\ 1\
d.e courant 1'3, J4 et J5.
V N ë U,NT-l]
/\ /\ /\
J1(1) = J4(1) - J3(1) 0l/h(l)
/\ /\ /\ 01JI(NT) ,= J4(NT) + J3(NT-1) h(NT)
/\ . /\ /\ 01J2(1) = - cos(a(l» (J4(1) + J5(1) h(l»
/\ /" /\ 01 \J2(NT) = cos (a(NT»tJ4(NT) + J5(NT-1) h(NT»)
/\ /\ /\ /\
J1(N) = J4(N) + (J3(N-1) - J3(N» ô1/h(N)
/\ 1\ /\ l'
J2(N) = cos (a(N» (-J4(N) + [J5(N-1) - J5(N)J Ô,!h(N»
J.
(II.8)
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II.2.4 -3- I~~g~Q~~_~~~_g~~~~_g~_ÇQ~g~
~
Dans la loi d'Ohm deux termes sont à expliciter: g;ad V et ~~
~
II.2.4. -3.1- Calcul de grad V
~
Le terme grad V est exprimé de la façon suivante
~ ~U(N) ~
grad V = ~~(N) u
où ~U(N) et ~~(N) sont respectivement la différence de potentiel et la longueur
. ~
de l'élément de courant N du maillage, u est le vecteur unitaire de même direction
que le courant de l'élément N. Si l'elément N appartient à la charge, la différence
de potentiel est nulle. Nous aurons par exemple pour un arc de la spire N de
la nappe interne
~Ul(N) . NF
~ ~
grad V = (2TI-26 (l)NF)Rl i e
p
où NF est le nombre de fentes du creuset et Zep(l), l'angle en radian
fentes du creuset.
d'une des
Pour un élément de courant horizontal de la paroi latérale d'un secteur
le gradient du potentiel électrique vaut
grid V =~U4(N).ir
RI-R2(N)
II.2.4. - 3.2- Calcul de alat
~
Le terme ~~ • du fait de la variation sinusoidale du courant de
l'inducteur en fonction du temps s'écrit:
Â
= i w A
Pour calculer le potentiel vecteur total il est nécessaire de connaître
la contribution des éléments suivants : arcs de spire, spires de taille finie et
segment de taille finie d'un plan (r,z). Pour établir ces termes, nous calculons
dans un premier temps le potentiel ve~teur créé par les éléments filifo~mes
corresponàant à l'aide de la loi de Biot et Savart, puis nous l'intégrons
numériquement suivant la section de l'élément de taille finie.
Potentiel vecteur créé par des arcs de spires et des spires de taille finie
Dans la pratique, afin d'éviter des fuites de métal liquide entre les
secteurs, les creusets sont munis de fentes très étroites. En coupe horizontale,
la paroi externe (respectivement interne) est constituée d'un ensemble d'arcs
de spires. Le potentiel vecteur créé par l'ensemble des arcs de spire est
assimilable à celui créé par une spire totale. En effet, considérons les deux
configurations suivantes (fig. 10)
z
1
i z z ..- ...-i 9
1
IZ 10
,
M(r,z)
1
...- , M(r,z) 1;"Ir
1
1
1 1X X
,
1
1 ,
1
11
7: 1
1_f~____ ~_,_ ~
---- +'-?<p-
, ',,''1'
~i "~ ',PT
di l
1
~
A L: )( ~o
k 41T
arc k
~l d!Z. (11.9)
x
(11.10)
Les espaces € entre les arcs sont très faibles devant la longueur
curviligne des arcs, les deux intégrales II.9 et II.10 sont donc pratiquement
identiques. Nous allons donc nous intéresser au potentiel vecteur créé par
une spire.
Le potentiel vecteur créé en M(r,z) par une spire filiforme de rayon p
~placé à la cote ;, parcourue par un cmrrant l n'a qu'une composante suivant i S' A
partir de la loi de Biot et Savart, le potentiel s'exprime (Durand, 1966) de la
façon suivante :
L3.
=
1T
f (p,~,r,z) (IL 11 )
avec f(p,~,r,z)
~
= V/--iL
mr
[ (l-~) El(m) - E2 (m) ]
et m =
4pr
où E1(m) et E2(m) sont les intégrales elliptiques complètes de première et
deuxième espèces dont on connait les approximations polynomiales.
Considérons maintenant une spire de taille finie (Fig. Il) parcourue
-(lh )n
par la densité de courant J(s) e 6 e iwt où n est la distance de C à la paroi
suivant la normale à celle-ci, s est la distance à a' parallèlement à la paroi,
par un changement de repère n et s s'expriment à l'aide de p et ~ (coordonnées de
C dans le repère cylindrique (O,r,S,z».
jZ
1
1
,
cr
1
f,
R Z
1
.J<
Sp-0te. de. taJ.lie. -6-{.rUe.
Of-I-----------'-
i
La spire de taille finie présentée fig. 11 est assimilable à un ensemble
de spires de sections infiniment petites dpd~, pour chacune d'elles, le potant~el
vecteur s'écrit
1\ ~o 1\
dAS dl f(p,Cr,z)1T
avec - (l+i)n
1\ 1\ 6dl J(s) e dodE;
Pour simplifier l'écriture, nous noterons
g(n,s) = f(p,t;,r,z).
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Ainsi :
A JJo
As = 'TT ff 1\J(s) e
-(l+i)n
ô g(n,s) dsdn
nS
de la spire
Les spires élémentaires ou arcs de spires élémentaires sont de hauteur
suffisamment faible pour que la densité en surface soit considérée constante :
1\ 1\
J(s) = cte = J
n
g(n,s) dn dsef
Le potentiel vecteur s'écrit alors
-(l+i)n
ô
Puisque l'épaisseur de peau 0 est très faible devant le rayon de la
-(l+i)n
spire (0« R), l'exponentielle e ô s'annule très rapidement quand n croit
et varie plus vite que la fonction g(n,s) qui est Une expression polynomiale
d'ordre 4. Nous pouvons donc séparer les intégrations suivant n et s :
f
-(l+i)n
g(o,s) f
-(l+i)n
ô g(n,s) dn ô dne ~ e
-
n n
JJ o J
f (
-(l+i)n
ô
AS = g(o,s)ds 0J e àn
'TT
s n
-(l+i)n
r ô dn 0or e =
J l+i
n
=
Î\
JJ o J.c
'TT (1+i) f g(o,s) ds
s
dont les point extrêmes sont C et
1-10 l Df ~-+ d~A = 41T P
C
z
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Potentiel vecteur créé par un segment de taille finie de la paroi latêrale
d'un secteur
Les segments de courant du maillage du creuset appartiennent au plan r,z.
Le potentiel vecteur créé par un segment filiforme parcouru par le courant l (Fig.12)
D, se calcu1eà partir de la loi de Biot et Savart :
M(r.e.Z)
·z
.. 1
.. ,
.... 1
.. 1
.... 1
.. 1
.. 1
," ,
, 1
1
x
Se.gme.nt ~OJU1le. daM le. plan. (Jt 7' z )
,fi.a-i..ôaJ1-t un. an.gle. 0. 7 ave.c. la veJt:tJ..c.a..e.e..
~P étant un point du segment de courant De, le vecteur PM, dans le
repère c:llindrique r 1, 81, z s'exprime :
~
o représente la distance !PMI, donc
afin d'exprimer 0 à l'aide de la variable ~ définissons l'angle 0.1 que fait
le segment CD avec la verticale :
et
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Nous obtenons ainsi
sin 2(8-8 )1
r cos(8-8 1» + cos
en faisant le changement de variable suivant
nous avons
Ainsi
avec
d~ dX
=p / l+X2
-+ XD lJaI ~A lJoI f dX [LOgU1+X2 + X) ]= =41T /l+X2 41T
Xc Xc
-+
A lJoI [LOg (~ + /i+~) - Log(XC + /l+XC)]= 11.1341T
r
lcos a1(RC-r cos(8-81»-sin
sin a1(RC-r cos(S-Sl»+ cos ~l(ZC-z)
lj2
a 1(Zc- z »2 +r
2 Sin 2(S-Sl)]
Les segments de courant du maillage du creuset ne sont pas filiformes
leur potentiel vecteur est déduit de l'expression II.13 par intégration suivant
la section de ces courants. Deux cas se présentent
- les courants des arêtes
les courants horizontaux de la paroi latérale des secteurs.
de l'ordre de
27.
a courant des arêtes
--------------------
Les densités de courant des segments situés dans les arêtes des secteurs
sont suivant leur section. En effet, la section de ces éléments de courant est
cSl'TT
""4 . , donc faible.
Le potentiel vecteur crée par ce segment de taille finie sera
~o j
J
c
Î\
1t = 4 II.14
Les segments horizontaux de courant sont considéres comme un ensemble
de segments de section infiniment fine. Ainsi le potentiel vecteur créé par ces
courants élémentaires se présente sous la forme de l'intégrale suivante:
~ ~o
A = 4'TT e
-(l+i)n
cS g (n,s)dsdn
s ---:ls
C)(- n~s h
:::J
avec
Xcet ~ sont exprimés en fonction des coordonnées locales (n,s) n étant la distance
à la paroi suivant la normale d'un segment horizontal placé en C et s la distance
suivant la direction tangentielle à la paroi.
/\
A la surface de l'élément de courant J4(s) est constant car la hauteur h
de l'élément de courant est petite. L'épaisseur de peau <5 est très faible devant
-(1+i)n
la longueur de l'arc (<5 « R) donc l'exponentielle e cS s'annule très rapide-
ment quand n croît et varie très rapidement devant la fonction g (n,s). Les
s
intégrations suivant n et s peuvent être séparées
~ ~o
A = 4!I ~l+i)
~
J4 ds.! 1
ri
1
II.15
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L'intégration de g(o,s) suivant s est réalisée numériquement par la
méthode des trapèzes. Le potentiel vecteur est donc une combinaison linéaire
de toutes les densités de courant induit et du courant inducteur.
II.2.4. -3.3- Ecriture des équations
La relation d'intéraction entre courant s'écrit donc
/\
cr IiUl(N).NF
cr
2(-rr-e (l)NF).Rlp
-? •
1 e-1 cr wcr NE [l,NT]
il, ~
J2(N Ha =
1\
cr W2(N).NF
cr
2(~-e (1).NF).R2(N)p
NE [l,NT]
11.16
1\ -tJ3(Nh =
z
1\
cr 6U3(N). 2
_....,..::c.=.r__....,....._..,.....,..._ r - icr w
ln(N) + h(N+l» z cr
1\ ~
A(3,N) i
z
NE [l,NT-l]
1\ ~
J4(NH
r
=
1\
cr 6U4(N)
cr ~
(RI-R2(N» i r - icr wcr
1\
A(4,N) r
z
N E [l,NT]
/\
cr 6US(N).2 7' /\ ~
cr 1 S(N)-icrcrwA(S,N)i S(N)(h(N)!cos(a(N») +h(N+l)/cos a(N+l»
N E [l,NT-l]
N E [l,NC]
où cr est la conductivité du creuset et cr la conductivité de la charge.
cr c
Dans ces équations le potentiel vecteur total créé sur la surface de
1\ 1\
l'élément de courant Jk(N) du creuset (k a pour valeur 1,2,3,4,5) est noté Alk,N),
1\ 1\ ~
celui créé à la surface de la spire de courant Jc(~ de la c,~ A( C ,N), i S(N) est le
vecte1.lr unitaire de même direction que le courant JS(N).
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Dans le système II.16, seule intervient la composante du potentiel
vecteur de la même direction que le courant sur lequel il agit. Ainsi les
expressions ~(k,N) et ~(C,N) sont des projections du potentiel vecteur suivant
-+ . -+ l' . ) l' ( A()les direction de Jk(N) et i e. Les potentiels vecteur A(1,N , A 2,N) A C,N sont
la somme des potentiels vecteurs créé par les spires de l'inducteur, du creuset
et des charges. Les potentiels vecteur ~(3,N), ~(4,N) et ~(5,N) sont la projection
-+ -+ -+
respectivement suivant i , i et i 5(N) de la somme des potentiels vecteur créé parz r
les segments de courant des parois latérales de tous les secteurs.
Le système d'équations à résoudre est constitué des lois des mailles
II.5, des noeuds II.8 et d'Ohm II.16. Ceci conduit à un système de taille très
importante. Le système à résoudre est constitué seulement de l'équation II.16
Il A A A Â
où ~U3, ~U4, ~U5 sont exprimés en fonction de ~U1 et ~U2 grâce aux relations
Â Â A A A
II.5, J1 est J2 à l'aide de J3, J4 et J5 par les relations II.8. Nous sommes donc
Â A /\
amenés à résoudre les équations de type II.16 où les inconnues sont ~U1, ~U2, J3,
A Il /\ ) (J4, J5 et JC f c'est-à-dire un système linéaire (5NT + NC - 2 x 5NT + NC -2).
Leschéma de la matrice du système à résoudre est le suivant
<Il
C1l
:l UJc:
MATRICE c: '"0 ct(J :E
.5
NT
NT
0 N ï-1
X
0 NT
0 NT -1
NC
"
NT NT NT-1 NT NT-1 NC
~ BLOC NON N.Ul
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La programmation consiste à :
- Discrétiser tous les éléments électroconducteurs de l'induit
creuset-charge
- Calculer chacun des termes de la matrice et de l'image du système
- Résoudre par triangulation le système d'équations linéaires ainsi
obtenu.
Calculer JI et J2 à l'aide des relations linéaires des lois des noeuds.
II - 3/ Calcul de l'induction magnétique
La relation de définition du potentiel vecteur B= r~t Apermet de
déterminer les expressions de 1 '·induction magnétique créée par une spire filiforne et un
seg~ent filiforme. Ces expressions sont ensuite int~grées suivant la section. de
chaque courant élémentaire; en samEnt &rr tous les courants, on co~nait 'l'inducteur
magnétique en un point quelconque.
iI.3.1. - Induction magnétique créée.par une spire
Dans un système de coordonnées cylindriques, l'indcction magnétique
s'exprime de la manière suivante en fonction de ft~ :
aA
Br e= - 3z
Be = 0
B 1
a(rAe)
=
z r ar
Ainsi, l'induction
est :
magnétique créée en (r,z) par une spire filiforme (Fig. 10)
Br = - _-.if
af
8z (p,~,r,z)
avec
Be = 0
uoI 1 a(rf) (B = ar 0, ~, r, z)z 'TT r
(Durand, 1966)
II.17
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af ll:ll
- a; = 4r
et
fiil· ()
\ /- (-El m +pr
II.18
pLr 2 - (z-5)2
(p-r)2 + (Z-;)2 E2(m) )
L'induction magnétique créée par une spire de taille finie (fig. Il) se
calcule par intégration,sur la section de cette spire, de la formule précédente.
af a(rf). .. . . -(1+i)n/é
a
et -- varlent mOlns vlte en fonctlon de n que l'exponentielle e , les
z ar
intégrales suivant n et s peuvent être séparées. Ainsi, B s'exprime:
!' 1-10 !' é
f afB = J (1+i) dsr 'TT az
s de la
spire
!'
11.19 B8 = 0
1\ 1-10 1\ é J 1 a(rf)B = J (1+i) dsz 'TT r ar
s de la
spire
II.3.2. - Induction magnétigue créée par un segment
Considérons tout d'abord le cas d'un segment filiforme du plan r,z (Fig. 12).
Le potentiel vecteur Aet l'indoction magnétique doivent être exprimés dans le repère
....
cylindrique du point M(r,8,z), point de calcul de B.
Le potentiel vecteur Acréé par le segment filiforme (Fig. 12) est de
même direction que le courant de ce segment, et a pour composante dans le repère
(r,8,z) :
1-10 1 (~ + /1 + XD2A = log ) sin al . cos(8 1-8)r 4 'TT
Xc + /1 + Xc 2
1-10 1 XD + /1 - X 2A8 = log ( D ) sin al . cos(81-8)II .20 41T
Xc + Il + Xc 2
1-1 01 XD + /1 + X 2A = loge D ) cos alz 4 'TT Xc + ,;1 + Xc 2
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L'induction magnétique s'exprime en fonction du potentiel vecteur de la
manière suivante
1 aA aA8B z=-- -r r a8 az
aA aA
B8
z
+
r II. 21= âr âz
1 â(rAS) âArB = (- -z r ar- as
En dérivant les diverses composantes du potentiel vecteur par rapport à
r, 8 et z, on obtiént
UoI
B = - sin
r 41T
11.22
où
UoI
41T (cos(8-8 1)·(cos a.1·RC - sin a.1(ZC- z »-r cos a.1)·p(RC,RD,81,ZC,ZD,r,8,z;
Uo1
B
z
= 41T r sin(8 1-8! sin a.i· p (Rc,Ru,8r Zc,ZD,r,8,z)
[(COSa.1(Rc -
2
avec XB = r cos(8-8 1» - sin a. 1(Ze- z » +r
2 sin 2 (S-S )
. 1
+ (cos 2] 1/2a.1,(ZD- z ) + sin a.1(Ru-r cos(S-8 1»)
[(Re
2 2 ] 1/2XA = - r cos(e-8 1» + r
2 sin 2 (S-8 ) + (ZC- Z )1
XBO et XAO sont a~ssi définis da la manière suIvante :
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Connaissant l'expression de l'induction magnétique~ par un segment filiforme,
le calcul de l'induction magnétique engendrée par un segment de taille finie se fait en
considérant celui-ci comme un ensemble de segments de section infinitésimale
(Fig. 13). Tout d'abord, prenons les notations suivantes pour un segment de
petite taille placé en n,s :
II.23
L'induction magnétique créée par un élément de courant parcouru par la densité
1\. -(1+i)n
d& courant J(s) e é est donc:
-(1+i )n
A Ua ff 1\. éB = J(S) e p (n,s) dn.dsr 41T r
ns
-( Hi)n
1\ Uo ff
1\ é
Be = J(s) e Pe(n,s) dn.ds41T
ns
UO
-(1+i)n
1\ ff 1\ éB = J(s) e p (n,z) dn.dsz 41T z
ns
ÀJ(s) est la densité de courant à la surface de l'élément, celle-ci
À 1\
est constante car la taille de l'élément est faible, J(s) = J. Comme dans le
cas du potentiel vecteur les intégrations suivant n et s peuvent être séparées
À Il o 1\ é fB = J (Hi) P (0,5) dsr 41T r
s
/\ UO /\ ;:. fBe = J (1~i) Pe(O,s) ds41T II.245
1\ Il o 1\ é rB = J (Hi) J pz(p,s) dsz 41T
S
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Les intégrations sont effectuées numériquement par la méthode des
tr~~.LfinOOctionmagnétique totale en tout point (r,8,z) s'obtient par la
sonunation des inOOctions I1Egnétiques créées par les élément~ àe courant de tous
les secteurs du ~reuset ,les spires des charges et de l'inducteur.
II - 4/ Impédance équivalente du système
La connaissance de l'impédance équivalente d'une installation est
indispensable lors de son adaptation au générateur de puissance. Le modèle
permettant le calcul de la répartition des courants induits dans chaque élément
la détermination de cette grandeur devient possible.
Soit U la différence de potentiel totale aux bornes de l'inducteur
(Fig. 14), elle s'exprime de la façon suivante:
1\ A "'-
U = (L. d + R. d . t) l + iw(L. d + L. d . t ) l1n ucteur 1n U1 1n ucteur 1n U1 II.25
où R et L. d t sont la résistance et la self inductance de l'inducteurinducteur . 1n uc eur
R. d 't et L. d 't sont la résistance et la self inductance vue du générateur1n U1 1n U1
constitué par l'inducteur, de l'induit: charges + creuset.
l est le courant circulant dans l'inducteur
u
1
1 1
1 1
1 1
'------_.
...
:::l
QI
-CJ
:::l
~
c:
u
u·l
L inducteur
R inducteur
L induit
R induit
UgUJte. 14a fJ..gUJte. 74b
E~g~~_l~ : a. S~hima de. f'~~~tattatio~
b. S~héma é1.e.c.tJUQue. éq~vu1.e.YLt
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En utilisant la loi d'Ohm généralisée (II.1), cette différence de
potentiel vérifie la relation
A
U = 2:
k
spires de
l'inducteur
II.26
où J(k) est la densité de courant de la spire k de l'inducteur, Âe(k) est le
potentiel vecteur total créé sur la spire k de l'inducteur, r(k) est le rayon
de la spire k de l'inducteur.
Par définition, la résistance et la self inductance de l'inducteur
s'expriment de la manière suivante:
1\
R. d .I =~n ucte.ur
.2'lT r(k)
cr
/\
J
1\
L. d l =~n ucteur
fi
Ae(k) inducteur II.27
où ~e . d t (k) est le potentiel vecteur créé par l'inducteur sur la spire k de
~n uc eur
l'inducteur.
Définissons maintenant la différence de potentiel U' par
li, = 2: 2'lTiw r(k) ~e induit (k)
k spire
inducteur
où i
e
induit (k) est le potentiel vecteur créé par l'ensemble creuset-charges
sur la spire k de l'inducteur.
1\
U' est donc la·différence de potentiel aux bornes de l'ensemble creuset-
charges vue du primaire
1\ 1\ 1\
U' = R. d 't l + iw L. d' lln u~ ~n u~t
Donc, pour connaître l'impédance équivalente de l'induit vue du
générateur, nous calculons le potentiel vecteur créé par l'induit sur l'inducteur
/\
Rinduit l + iw
1\
L· d ·I=2:~n u~t k .
sp~re
inducteur
iw.2'lT r(k) ~8 (k)
induit
II. 28
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Une modélisation de l'inducteur est possible par une méthode analogue de
discrétisation en spire de l'inducteur, (Delage, Ernst, 84) et permet de détenrnrner san
impédance. Cet ensemble de calcul permet d'effectuer une bonne adaptation de l'ins-
tallation
Le choix de la fréquence fixe la capacité à installer dans le
coffret de condensateurs LCw 2 = 1
. La résistance équivalente ~ du circuit oscillant étant alimentée à
sa propre fréquence de résonnance (cas du générateur) : ~ =R~ ; ~
doit être proche àe lfimpédance caractéristique du générateur (Ernst, 81)
L = Linducteur + Linduit; R = Rinèucteur + Rinduit
II - 51 Puissance dégagée par effet Joule et rendement électrique
Le calcul de la puissance dégagée far effet Joule dans chacun des
éléments de l'installation est import~nt'car il permet de connaître le renàement
électrique.
II.S.l. - Puissance Joule
La puissance Joule dans l'un des élèments électroconducteur se calcule
à l'aide de la relation suivante
P = fff
volume du
conducteur
/\/\J J'}t~
2cr dv
où dv est un élément de volume infinitésimal.
Pour une charge découpée en NC spires de densité J (k), on obtient
c
/\,,1\ () -2nNC J tk) J ~< k
Iff Ccp = ~ c c àvcharge 2cr ek=l c
dv = 2TI.r (k).dnods 5 et
c c
conductivité de la charge.
volwne de
la spire k
cr sont l'épaisseur de peau électromagnétique et la
c
Donc P =
charge
NC
L:
k=l
37.
f ds
abscisse
curviligne de
la spire k
s (k) représente la longueur curviligne de la génératrice de la spire élémentaire
k
C
; sc(k) = f ds
spire k
Donc p =
charge
NC
L:
k=l crc
s (k).r (k).
c c
1TO
C
2 II.30
La puissance dégagée par effet joule dans le creuset P tse calcule
creuse
de manière analogue :
P
creuset N
élément de
courant du creuset
1\ 2
IJ(N)I ll2.(N).s(N).ocr
4 cr
cr
/\
où IJ(N)I est le module de la densité de courant à la surface de l'élément de
courant N du découpage du creuset, ~~(N) sa longueur, seN) sa longueur curviligne
perpendiculairement à J(N), 0 et cr sont l'épaisseur de peau électromagnétique et
cr cr
la conductivité du creuset.
Dans cette expression de P il est tenu compte de tous les secteurs.
cr
La puissance Joule P. dt' dégagée dans l'inducteur se détermine
~n uc eur
par la relation
P = R 12inducteur inducteur
où l est le courant circulant dans l'inducteur.
II.5.2. - Rendement électrigue
Soit Ptotale la puissance Joule dégagée dans toute l'installation,
nous œŒinissons le rendement électrique dans une charge ~ par .
charge .
P .
cnarge
Il =
charge Ptotale
38.
(II. 32)
La connaissance de cette valeur pe~met de mieux cerner le fonctionnemet d'une
installation. Son évolution en fonction~ divers paramètres permettra l'optimi-
sation des ces installations.
II - 6/ Le logiciel
Le calcul de toutes ces grandeurs électromagnétiques a été rendu possible
par l'écriture de logiciels en langage FORTRAN développés successivement sur
~ORSK(lO) et APOLLO(460). Une des difficultés rencontrée lors de cette informa-
tisation est liée aux problèmes de temps de calcul et da place mémoire. A titre
j'exemple, le calcul des densités de courants induits, d'impédance équivalente
at de rendement d'une installation (inducteur - creuset - charge) nécessite
la résolution d'un système linéaire 300 x300 (complexe) et un temps de calcul voisin
je 40 minutes CPU. Pour avoir des valeurs correctes de résistance équivalente d'une
installation, une discrétisation suffisamment fine du creuset s'impose. Comme on le
~emarque sur la figure 15, NT doit être supérieur ou égal à 60 pour que l'écart
relatif entre la valeur de résistance calculée numériquement et l'asymptote de
la courbe n1excède pas quelques pourcents. La valeur de la self est obtenue par
~ontre beaucoup plus aisément.
De plus, un tel programme doit pouvoir prendre en compte plusieurs
,;harges. Dans le cas d'un creuset froid droit ces charges de révolution ont
généralement pour génératrice une ligne brisée, dans le cas d'un creuset de
lévitation la charge est délimitée par une surface libre dont la génératrice
doit êtrs lissée. On distinguera donc divers types de charge adaptés à chaque
description de leur génératrice.
La présentation des résultats obtenus nécessite bien entendu des
sorties graphiques. Ainsi a été mis au point un système d'exploitation permet-
tant de prendre en compte le plus grand nombre de situations concrètes possible
et de traiter graphiquement les résultats par tracé de courbes de densités'de
courant induit dans les divers éléments, de différences de potentiel aux bornes
des fentes du creuset, de champ magnétique mais aussi de cartes de champ magnétique
dans les plan r,z et r,e.
ma
8.5
8.
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R L !-tH
- 1.
-0.95
7.5 -4---.....- ..--.....- ..--.,...-..--.,...-----..... - 0.9
10 20 30 40 50 60 70 80 NT
~{9.uA~J 5 rYL6iuenc.e du nombJte NT -6U1t te-6 vai.eUM de Jté..6-Ùl.tanc.e éqt.U.vai.en.te R
et d' -induc..tanc.e L du c.JteM e.t Jtamenée-6 au pJthna.iJte
cai.c.uâ Jtéai.-Ùlé..6 pOUlt ta c.on.6-{.gUltc:.Uon -6t.U.vai'Lte :
CJteMe.t c.yUndJt.ique - 1 -6en.te de taJtge.UIt 0,15 mm
- d-iamè.tJte e.ue.Jtne 44 mm
- d-iamè.tJte -in.te.Jtne 30 mm
hau.teUlt 60 mm
rnduc..teWt c.yUndJt.ique - 6 -6p.iJte-6
- d-iamè.tJte ir'Lte.Jtne 49 mm
- hau.teUlt 14 mm
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IH - CORRELATION ENTRE RESULTATS DU MODELE ET MESURES
Dans le but de connaître la validité du modèle électromagnétique
décrit précédemment, des mesures d'impédances équivalentes et de champ magné-
tique ont été réalisées dans diverses installations. Une comparaison entre ces
résultats expérimentaux et les résultats obtenus par le modèle a pu être faite.
III - 1/ Tests sur les valeurs ct 'impédance éguivalente
La mesure de l'impédance équivalente ramenée au primaire,réali9~par la
méthode du décrément logarithmique, consiste, lorsque le générateur n'est pas
en fonctionnement, à charger par une tension continue les condensateurs iu circuit
oscillant puis à les laisser se décharger en enregistrant la décroissanca de leur
tension aux bornes sur un oscilloscope à mémoire (Fig.· 16). L' exploitati,)O de
cette courbe permet de déterminer la fréquence d'oscillation, l'inductan'~e
équivalente L et la résistance équivalente R.
v c
F-i.gwr..e 16a
L
R
F-i.gwr..e 16b
a. C-ûtc.ud o-6c..iUal'Lt
b. Ailwr..e de la .teYLO-i.on il elVteg~.tJté.e -6wr.. un 0-6U-U.où.ope à mémo-ûte
1
L = (2'TTf Fe et R =
A2.f LLo
n og A
n
A amplitude initiale
o
et A amplitude de la nième oscillation.
n
La mesure de l'inducteur à vide puis ~e l'ensemble inducteur-creuset
ou inducteur creuset charge permet par différence de connaître la valeur. de l'impé-
dance équivalente d'un creuset ou d'un creuset et d'une charge ramenée au prima~re.
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Les comparaisons entre les résultats du modèle et les mesures ont
été effectuées avec les deux types de creuset froid : le creuset froid
cylindrique de section circulaire et le creuset froid de lévitation.
III .1. 1.. -Gas des creusets froids cylindrigues
Quatre installations de fusion en creusets froids cylindriques de
caractéristiques géométriques différentes ont été utilisées pour tester
le modèle (Fig. 17, 18, 19).
Les comparaisons entre les valeurs calculées et les valeurs mesurées
portent sur la résistance et la self inductan·ce é.quival~ntes de l'ensemble
constitué par le creuset et éventuellement la charge. Les résultats sont
regroupés dans le tableau n° 1.
CREUSET Résistance 1 Inductance
Mesure Calcul Erreur Mesure Calcul Erreur
CFD5
Vide 5,11 mn 5,15 mn O~8 % -7 -7 1 %- 2,29.10 H -2,26.10 H
25 kHz
CFD3
+
Charge titane 31,74 mn 27,1 mn 15 % -7 -7 16 %
support cuivre - 1,5.10 H -1,74.10 H
20 kHz
CFD7
Vide 4,9 mn 6,4 mn 30 % -7 -7 1 7 %-4,26.10 H _4,61.10 H
25 kHz 1
1
CFD7
1+
..
Charge tttane 12,09 mn 10,96 mn 9 %
1
- 0,5 ~H - 0,55 ~H 10 % 1
suppor't cuivre
1
25 kHz
1 1 1,
Tableau nO 1
Comparaison entre les résultats numériques et les mesures effectuées par
la méthode du décrément logarithmique.
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L'accord entre les calculs de résistance et d'inductance et les mesures
correspondantes est bon dans l'ensemble. Il est à noter que cet accord est
très bon pour le creuset muni de 18 secteurs vides (CFD5). Il est moins
satisfaisant, tout en restant correct (écart 15 %) dans le cas du creuset
constitué de 16 secteurs (CFD3) en présence d'une charge. Pour le creuset
(CFD7) muni de 4 secteurs, l'écart est plus important à vide qu'en présence
de la charge.
Ces différences de précision entre des creusets de géométries voisines
sont explicables et mettent en lumière une des limites du modèle. Celui-ci en
effet (Cf. Chapitre I) considère que les courants induits à la surface des
secteurs, sur les parois interne et externe, sont horizontaux. Seules les
parois des fentes autorisent la présence de courants verticaux. Aussi dans
un creuset vide présentant un nombre de ~teurs important (16 ou 18) les courants
induits sur les faces internes et externes sont essentiellement horizontaux
et le modèle est bien adapté: ceci explique la précision remarquable obtenue
avec le creuset CFD5. Dans le cas du c~euset constitué de 16 secteurs (CFD3)
on devrait observer un ac.cord très satisfaisant (écart de 15 %). Cet écart
à la mesure peut s'expliquer par une autre limite du modèle: celui-ci prend
en compte un inducteur à structure filiforme. Cette limite ~ d'autant plus llttluente
que l'inducteur est proche du creuset. Ce qui est le cas pour la structure CFD3.
Dans le cas du creuset muni de 4 secteurs, du fait du faible nombre
de fentes et donc de la largeur des secteurs les courants induits peuvent avoir
une composante verticale non nulle (sur les faces interne et externe du creuset)
lorsque le creuset est vide, à cause notamment des effets d'extrémités. Dans
ce type de creuset, la présence de charge tend à rétablir l'horizontalité des
courants. Ceci explique l'écart important entre la résistance calculée et la
résistance mesurée pour le creuset CFD7 vide et l'amélioration significative
de la prédiction lorsq~fune charge est placée dans le creuset.
III.l. 2. -Cas des creusets froids de lévitation
Modélisation numérique et mesures ont été faites po~r quatre creusets de
lévitation (fig 20) se différenciant uniquement par le nombre de secteurs (Tableau
n° 2). Deux résultats ~rt~nts sont à remarquer
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- Plus le nombre de secteurs est important, plus précise est la
moàélisation. Ceci s'explique conune précédenunent par la contrainte imposée
aux courants induits qui sont essentiellement horizontaux, lorsque le
nombre de secteurs est élevé. Une bonne modélisation du creuset à une
seule fente nécessiterait une discrétisation plus fine de la paroi, faisant
apparaître des courants verticaux.
La présence d'une charge diminue l'écart entre valeurs mesurées
et valeurs calculées. Il est à noter l'influence très forte de la charge sur
la géométrie des courants induits qui se traduit par une réduction de l'écart
de 70 % à 26 % dans le cas du creuset à une seule fente.
1
Résistance Indu:tance
1CREUSET Mesure' Calcul Erreur Mesure :alcul Erreur
1 secteur
124 kHz 3,52 mn 5,99 mn 70 % - 0,62 ~H - 0,561 ~H 10 %
Vide
1 secteur 1
24 kHz 3,33 mn 4,2 mn 26 % - 0.648 ~H - 0,608 uH 6~ô %
Charge.
A.l umi ni um
2 secteurs
1
24 kHz 3,93 mG 5~95 mn 51,4 % - 0,61 ~H - 0,531 IJH 13 %
Vide
1
2 secteurs 1
24 kHz 3,78 ms-2
1
4,41 mG 16,6 % - 0,64 ~H - 0,597 ~H 6~7 %
Charge
Aluminium
4 secteurs
124 kHz 5.47 mG 5,87 mn 7 0/ - 0 .. 58 ~H - 0,51 ~H 11 %10
1
Vide
4 secteurs 1
24 kHz 5 .. 13' ma 4,99 mn 11 %
1
- O~61 ~H - û,584 IJH 4 (JICharge "t /0
Aluminium
8 secteurs 1
1 124 KHz
1
6,82 m~
1
6,27 mn 8 01 - 0.5 IJH - 0;487 ~H 3 %/0
1Vide
1
1
1
1
18 secteurs
·1 1 124 kHz 6,07 mn
1
5.73 mn 1 5,6 0/ 1 ., 0~57 IJH - 0,57 ~H o 01/0
1
/0
Charge i
1
1
Aluminium i 1
1
1
1
1 1 1
Tableau nO 2
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III - 2/ Tests sur les valeurs de rendement
La mesure du rendement d'une installation de fusion en creuset froid
nécessite de connaître la résistance de chacun des éléments électriquement
actifs de l'installation. Il n'existe pas à notre connaissance de mesure directe
de ces résistances à la fréquence de travail et dans l'environnement du
système. La seule méthode de détermination possible est une mesure des pertes
Joule, proportionnelles à la résistance. Ces pertes sont calculées à l'aide
d'un bilan calorimétrique effectué à partir de l'eau de refroidissement entre
1 f entrée et la sortie de chaque élément :. la puissance Joule dissipée RI2 sert
à échauffer de ~T le fluide de refroidissement de capacité calorifique C et de
masse M pendant lit, (RI2 = ~~ liT).
Si cette mesure est très facile à réaliser, une difficulté apparaît
dans la mesure délicate de l'intensité l qui parcourt l'inducteur ou de la
tension à ses extrémités. En outre, ce paramètre intervenant par son carré
toute imprécision de mesure peut conduire à des erreu~importantes.
Les mesures ont été réalisées avec trois creusets différents (Tableau
n° 3) dans des environnements divers (Fig. 21, 22, 23). Les résultats sont
présentés dans les tableaux 4, 5, 6.
Les écarts entre les mesures et les-valeurs calculées sont plus élevées
que dans les comparaisons précédentes (25 à 30 % en moyenne). Cependant,
Figure 24, les comportements relatifs des divers creusets, vis à -vis du
rendement, c'est-à-dire les urrluen~ des divers paramètres sont parfaitement
reproduits par le modèle (Figure 24) : compte tenu des précisions obtenues
dans les calculs des résistances, les mesures~électriques (I ou U) sont à
incriminer dans l'écart absolu entre mesures et calculs.
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CREUSET CFD21 CFD22 CFD23
Matériau cuivre cuivre cuivre
Nombre de secteurs 38 24 20
Largeur des -fentes 1 mm 0,3 mm 0,6 mm
Hauteur du creuset 506 mm 541 mm 514 mm
Diamètre intérieur 200 mm 200 mm 200 mm
Diamètre extérieur 220 mm 230 mm 230 mm
Hauteur inducteur 210 mm 210 mm 210 mm
Diamètre intérieur 260 mm 260 mm 260 mm
inducteur
Nombre de spires 6 6 6
Position de
l'inducteur 120 mm 165 mm 130 mmdistance Hntre le
bas de 1'~nducteur
et l e bas du creuset
Tableau nO 3
Caractéristiques géométriques des creusets étudiés
Ainsi, dès à présent, le modèle peut lors de la variation des para-
mètres géométriques et. électriques du creuset et de son environnement, déter-
miner les caractéristiques du creuset optimal. Seule la valeur exacte du
rendement peut être mise en doute. Cependant compte tenu des résultats
précédents, il est à penser que les écarts entre les mesures et les calculs
seraient réduits si la précision des mesures de rendement était
de .façon significative.
augmentée
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CREUSEï MESURES
1
CALCULS ERREUR
CFD21 R. d ::: 10,5 mG R. d : mesureln ln
la kHz Rcreuset= 10,3 mQ Rcreuset = 9,44 mG 8 %
Charge inox RCharge = 12,7 mG Rcharge = 7,79 mG 38,7 %
Sole à 220 mm de 38 % 11 = 28,07 %1'1 =
la charge
CFD21 Rind = 10,1 mG R. d : mesureln
1
10 kHz Rcreuset = 10,2 mn Rcreuset = 9,58 mn 6 %
Charge inox Rcharge = 9,3 mG Rcharge = 6,44 ma 30,8 %
i
1 Sole.à 2 mm de Rsole = 0,1 mO Rsole = 0,25 mG 150 %,
; 'la charge
Tl = 31,2 % Tl = 24,4 %
Tableau nO 4
CREUSET MESURES 1 CALCUL ERREUR
CFD22 R. d = 11,2 mG R. d mesureln ln
10 kHz Rcreuset=13,8mn R t=14,65mG 6 %creuse
Charge inox RCharge = 13 mn R h = 8,47 mG 35 %C arge
Sole à 220 mm de 11 = 34,2 % n= 24,64 %la charge 1
CFD22
1
R. d = 10,1 mû R. 1 mesureln lna
10 kHz R = 13 .. 8mG R = l5,21mG 10 %creuset ~ creuset
Charge inox R h = 9,8 mG R h = 7,44 mû 24 %c arge c arge
Sole à 20 mm de R 1 = 0 .. 3 mG R = 0;,2 mG 33 %sO.e . sole
la charge
11 = 28,7 % Tl = 22, 6 ~~
CFD22
10kHz
Charge inox
Sole à 2 mm de
la charge
t
R. d = 10,8 mG R. d mesureln ln
R = 13 2 mG R =15 12 mncreuset ' creuset'
Rcharge =8,5 mQ 1 Rcharge =6,87 mQ
R = 0 5 mG R l = 0,3 mQsale' so e
~ = 25,8 % 11 ~ 20,74 %
Tableau nO 5
14,5 %
19 %
40 %
1CREUSET
CFD23
10kHz
Charge inox
Sole à 220 mm de
ïa charge
CFD23
10kHz
Charge inox
Sole à 2 mm de
la charge
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r~ESURES
Rind = 14,4 mg
Rcreuset = 18,6 mg
Rcharge = 16,47 mg
11 = 33,2 %
Rind = 13,8 mg
Rcreuset = 18,6 mQ
RCharge = 11,5 mg
R
sole = 1,1 mg
11 = 25,6 %
CALCULS
Kind : mesure
Rcreuset = 14,54mg
Rcharge =8,49 mg
11 = 22,7 %
Rind : mesure
Rcreuset = 14,98mg
Rcharge = 6,89 mg
R
sole = 0,33 mg
'1 = !9,13 %
ERREUR
21,8 %
48 %
19,5 %
40 %
70 %
Tableau nO 6
%
40
0
'Cl
0
0
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III - 3/ Tests sur les valeurs de l'induction magnétigue
III.3.l. - Dispositif expérimental
Afin de vérifier la validité des valeurs de l'induction magnétique
obtenues par la modélisation numérique, un système de mesure d'induction
magnétique a été conçu et réalisé.
Ce dispositif comporte un système de déplacement de sonde dans les
trois directions r, S, z. Les sondes de mesure de champ magnétique sont de
petits solénoides. Lorsqu'on place une telle sonde dans une induction
magnétique, il apparaît aux bornes de celle-ci une différence de potentiel e
~ = - i w N < ~.~
s s >
où N est le nombre de s?ires de ia sonde
s
~
n est la normale à la section des spires de la sonde
s
~ l'induction magnétique au point oùB est est placée la sonde.
Suivant l'orientation de l'axe du solénoide, on accède à la mesure
des diverses composantes B , BS ' B de l'induction magnétique.r z
Un redresseur double alternance placé aux bornes de la sonde permet
une exploitation aisée du signal. Les courbes de variation de l'induction
magnétique B(r,S,z) sont directement reproduites sur une table traçante lors
du déplacement de la sonde dans l'une des directions r,S,z. Les caractéristiçues
techniques du dispositif sont réunies dans le tableau n° 7.
Compte tenu des fréquences d'utilisation, il n'existe pas à notre
connaissance d'autres possibilités de mesure de l'induction magnétique.
Cependant si un tel capteur présente beaucoup d'avantages (facilité de
réalisation, coût négligeable) quelques inconvénients et limites doivent
être signalés, qui sont responsables de certaines imprécisions dans les
mesures. Ainsi
56.
* La bobine est nécessairement de taille finie et comporte plusieurs
spires de façon à induire des différences de potentiel (> 0,5 mV) compatibles
avec le système d'acquisition. Ceci a deux effets négatifs:
- Une mauvaise localité de la mesure surtout génante dans
les régions de forte variation spatiale (voisinage des parois et des fentes
par exemple).
- Un effet d'intégration sur un volume, qui lisse les gradients
importants de l'induction magnétique, lorsque l'échelle de variation spatiale
est comparable à la dimension de la sonde.
* La bobine est reliée au système d'acquisition de mesure par des fils
de connexion susceptibles de capter des flux parasites ensuite traduits sous
forme de tension et donc d'induction magnétique. L'utilisation de connexions
torsadées permet d'éliminer Ce problème.
* La précision de la mesure dépend de la précision avec laquelle la normale
aux spires et la composante concernée de l'induction magnétique sont alignées.
Une bonne précision est difficile à obtenir d'une part à cause de l'hélicité
de la bobine constituant la sonde, d'autre part à cause de la non planéité des
diverses spires.
* En outre, des incertitudes sur la position de la sonde par
rapport au creuset existent à cause du porte à faux important de la sonde par
rapport au .système de déplacement et du jeu fonctionnel de ce dernier. La
precision de la position de la sonde peut être estimée à 0,5 mm.
Nous retrouvons,dans les diverses courbes présentées dans la suite,
la marque de ces imperfections du système de mesure.
57.
Directions Amplitude totale Enregistrable
r 100 mm oui
Déplacement 6 360
0 non
z 400 mm oui
Orientations Nombre de spires Diamètre
Sonde r 9 1,20 mm
(Section du fil 6 8 1,20 mm:
0,8 mm) z 8 1,20 mm
Tableau nO 7
111.3. 2.-Cas des creusets froids cylindrigues
L'utilisation de ce dispositif de mesure a permis de confronter
résultats expérimentaux et numëriques. Dans ce paragraphe sont présentés les
tests concernant un creuset froid droit dans deux configurations :
- Inducteur, creuset cylindrique
Inducteur, creuset cylindrique, charge en acier inoxydable
L'installation constituée d'un inducteur cylindrique et d'un creuset
cylindrique CFD2 est présentée figure 25. Des tests ont été effectués sur les
trois composantes de l'induction magnétique.
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111.3.2. -1.1- Composante radiale de l'induction magnétigue
Sur les figures 26 et 27 sont reportés les résultats concernant la compo-
sante radiale de l'induction magnétique.
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Lorsque e = 0° (figure 26) les courbes issues du calcul et des mesures
évoluent de manière similaire, les maximums et minimums sont positionés aux
mêmes valeurs de z. Dans le bas du creuset les courbes obtenues par modélisation
sont pratiquement identiques à celles déduites des mesures. Dans les autres
régions du creuset, le modèle traduit qualitativement les résultats obtenus
lors de la mesure. En effet, le modèle montre un accroissement d'autant plus
important des maximums des courbes B (z) que la paroi du creuset est plus
r
proche; l'expérience ne donne pas d'aussi grandes variations. Cette différence
peut s'expliquer de la manière suivante: par sa taille, la sonde lisse les
gradients importants de l'induction magnétique, elle atténue donc les variations
d'amplitude des maximums (la longueur de la sonde est de l'ordre de 2 mm, les
courbes 1 et 2 des figures 26 ont été tracées pour des distances à l'axe de 9,8 et
9,7, à 1 mm d'écart).
Pour e = 10°, courbes théoriques et courbes expérimentales sont en parfait
accord pour des valeurs de RM (distance à l'axe) inférieures ou égales à huit
centimètres par contre lorsque les courbes sont réalisées à proximité de la
paroi (8,5 cm < RM < 9,8 cm) des différences apparaissent. En effet, très
près du creuset le modèle donne des valeurs dt induction magnétique beaucoup
plus importantes que la mesure. Ces différences de comportement peuvent s'expli-
quer ainsi: en un point M éloigné de la paroi du creuset (Rm < 8 cm) l'induction
magnétique est due à l'ensemble des courants induits et inducteurs (B est en t2
où ~ est la distance du point M au courant considéré), mais si M est proche de
la paroi seul quelques courants locaux sont à l'origine de la valeur de l'induction
1
magnétique (pour les autres fz est beaucoup trop faible). Ainsi plus le point M
est proche de la paroi du creuset, plus la valeur de l'induction ~agnétique dépend
de la répartition des densités de courant induit. Les écarts observés entre le
calcul et la mesure font apparaitre une imprécision dans la modélisation de la
répartition des densités de courants induits. La configuration étudiée (creuset
à deux secteurs haut devant l'inducteur) favorise la création de courants induits
verticaux sur les parois internes et externes des secteurs du creuset que le modèle
ne peut prendre en compte (Figure 28).
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Ré.paJtLU,i.oYl. ~c.héma,tiQue. dM c.oWtan.t6 -tYl.de.u:.t!.l ~Wt .ta ~UJt-6.ac.e.
e.:deJtne. d' un CJte.~e.t c.oMmué. de. 2 ~e.c.te.~
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La détermination de la composante radiale de l'induction magnétique
présente quelques faiblesses au niveau de la paroi interne du creuset : ce
problème est certainement lié à une imprécision dans le calcul de la répartion
des densités de courant induit. Toutefois. les ordres de grandeurs obtenus
par le modèle sont dans l'ensemble corrects.
I1I.3.2. -1.2.- Composante azimutale de l'induction
magnétique
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La valeur de cette composante est négligeable devant celle des
composantes radiale et verticale de l'induction mag~étique, excepté au
voisinage des fentes. La mesure de la grandeur Ba; très localisée.est
généralement délicate. Sur la figure 29 sont regroupés mesures et calculs
pour de faibles angles. Le modèle traduit correctement l' évol~tion·.:de la
composante Be en fonction de la variable z et de la distance à l'axe.
Ici encore la mesure, à cause de la taille de la sonde ne peut faire
apparaître d'aussi forts gradients d'induction magnétique que ceux prévus
pour le modèle.
1II.3.2. -1.3.- Composante verticale de l'induction
m~gnétigue
Les tests effectués sur la composante verticale de l'induGticn
magnétique sont regroupés sur les figures 30 ,et 31. Les allures des courbes
expérimentales et théoriques sont similaires.
Lorsque e = 0° on peut constater q11e les résultats expérimentaux
et théoriques sont en meilleur accord dans la région située à l'intérieur
de l'inducteur (z > 17 cm) que dans celle située à l'extérieur. La présence
de l'inducteur tend en effet à imposer localement une refermeture horizontale
des courants induits tout à fait favorable à un bon accord avec le modèle
numérique reposant sur cette hypoth~see Une différence notable apparaît.pour
5 cm < z < 15 cm : dans cette région en effet l'induction magnétique ne
dépend pas du rayon (courbes confondues) d'après le modèle. Ceci semble
physiquement réaliste puisque cette région est intermédiaire entre le bas
du creuset (effets d'extrémité)et la base de l'inducteur (forte variation
de B). Les mesures ne reproduisent pas cet effet et montrent une inversion
dans l'ordre des courbes. Ceci est dû à l'imprécision dans le positionnement
de la sonde qui doit être très précis dans cette région puisque l'épaisseur
de la fente est de 0,8 mm et le diamètre de la sonde de 1,2 mm.
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Pour e = 60°, les différences entre mesures et calculs sont de deux ordres
d'une part, la modélisation tend à sous estimer les effets de
bord,
d'autre part, le calcul prévoit un maximum face à l'inducteur qui n'est
pas observé expérimentalement.
Ces deux types de différences ont la même origine~la non horizontalité
àes courants induits. En effet, une composante verticale des courants induits
tend à diminuer la composante B dans tout le creuset sauf au voisinage des
. z
extrémités. En effet, dans ces régions, les courants induits doivent être
horizontaux : aussi la convergence dans une direction horizontale de tous
les courants ayant une composante verticale accroit localement l'intensité
et par conséquent l'induction magnétique. Ceci justifie pourquoi le modèle
surestime l'induction magnétique dans le creuset et la sous~stime au voisinage
des extrémités.
III.3.2. -1.4.- Conséguences
L'ensemble de ces confront·ations entre les résultats expérimentaux
et théoriques met en évidence certains faits :
- Les ordres de grandeur de l'induction magnétique obtenu par la
modélisation sont corrects.
- Les allures des courbes issues des mesures et des calculs sont en
bon accord.
- Quelques différences apparaissent loin des fentes au niveau de la
paroi interne du creuset.
Ces tests sur les valeurs de l'induction magnétique ont été réalisés
dans le cas d'un creuset constitué de deux fentes, très haut devant l'inducteur.
Cette configuration est favorable à la création de courants induits sur les
parois internes et externes des secteurs du creuset qui ne sont pas pris en
compte dans la modélisation. C'est vraissemblablement ce dernier point qui peut
expliquer le désaccord observé pour certaines courbes.
Ce cas d'école, géométriquement très favorable à une description
par notre modèle, permet toutefois de constater que les valeurs d'induction
magnétique sont calculées avec une précision relative de l'ordre de 30 %.
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L'installation constituée d'un inducteur cylindrique, d'un creuset
cylindrique CFD2 et d'une charge en acier inoxydable est présentée Figure 32.
Pour cette configuration des tests ont été effectués sur les diverses
composantes de l'induction.
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111.3.2. -2.1.- Composante radiale de l'induction magnétigue
Les courbes présentées figures 33, 34, 35 concernent les variations de
la composante radiale de l'induction magnétique B en fonction de z ou de 8.
r
Dans l'ensemble, les allures des courbes théoriques et expérimentales sont
très voisines. Qualitativement, les résultats obtenus sont très satisfaisants
quantitativement, des différences interviennent essentiellement au voisinage
de la paroi interne du creuset. Ces écarts peuvent s'expliquer de deux manières
- dans l'incapacité de la sonde radiale à reproduire un important gradient
de la composante radiale suivant la direction r (Figure 32b).
- Le modèle peut introduire des erreurs dans la répartition des courants
induits dans le cas d'une telle installation (faible nombre de fentes).
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III.3.2. -2.2.- Composante azimutale de l'induction magnétigue
L'allure des courbes théoriques de la composante azimutale en fonction
de z comparée aux courbes mesurées est représentée sur la figure 36. Ces
courbes présentent dans l'ensemble les mêmes caractéristiques. quelques
différences peuvent être observées pour les très faibles valeurs de l'induction
magnétique attribuables au manque de précision du système d'acquisition dans ces
gammes.
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III Of 3.2. - 2. 3. - Composante vertic'ale de l'induction magnétigue
Sur les figures 3ï, 38, 39 sont représentées les courbes expérimentales
et théoriques de l'évolution de la composante Bz suivant z et O. Dans l'ensemble
le modèle donne des résultats en bon accord avec les mesures, les points de diver-
gences concernent principalement les valeurs obtenues à proximité de la paroi
interne du creuset. La raison de ce désaccord trouve ici encore son origine dans
la non prise en compte d'éventuels courants sur les parois interne et externe du
creuset.
III.3.'2. -2.4.- Conséguences
Comme dans les précédents tests, les différences entre mesure et calcul
s'expliquent surtout par une des limites du modèle concernant la· non prise en
compte de courant verticaux sur les parois externe et interne du creuset. Mais
dans -la configuration inducteur, creuset, charge les résultats théoriques sont
nettement meilleurs pour la composante verticale de l'induction magnétique. La
présence de la charge modifie favorablement la répartition des densités de
courants induits expliquant ainsi l'amélioration des résultats obtenus. De plus,
il faut noter que le modèle rend bien compte des modifications dans les
allures des courbes ~s à la présence de la charge (écart relatif : ~ 10 à 20 %).
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IV - CONCLUSION
Dans ce chapitre a été présentée la modélisation électromagnétique
tridimensionnelle d'une installation de fusion par induction en creuset froid.
Les tests effectués concernant les grandeurs globales comme l'impédance
équivalente,ou locales comme l'induction magnétique ~nt permis de déterminer
les limites d'utilisation. Par une amélioration du modèle, l'une d'elle
pourra disparaître: en effet, il est possible d'inclure la modélisation de
l'inducteur (Delage, Ernst, 1984), en prenant en compte l'intéraction entre
1
les densités de courant du creuset, des charges et de l'inducteur. Les
problèmes de précisions liés à la proximité de l'inducteur, rencontrés lors
des essais diminueront; de plus, l'influence de la forme de l'inducteur
pourra être déterminée.
Dans les tests est apparue une autre limite : le choix de la discrétisa-
tion du creuset est mis en défaut lorsque le creuset est constitué d'un faible
nombre de secteurs (2 ou 4). Afin d'améliorer la modélisation on peut concevoir
une discrétisation de toute la surface ~ secteurs en petits segments ; la taille
du système à résoudre serait alors accrue de manière considérable, de plus cette
modification concerne essentiellement les creusets à faible nombre de fentes
en 1 "absence' de charge, le modèle actuel étant bien adapté dans tous les autres
cas. L'intérêt de ce changement étant très limité et ce type de creuset à
nombre de secteurs réduits n'étant actuellement pas utilisé pour la fusion à
cause des risques d'amorçage nous reportons à un futur plus lointain cette
amélioration.
Il faut aussi citer l'affinement possible de la modélisation des parois
latérales des secteurs dans le cas des creusets de lévitation, mais les
résultats obtenus (erreur < 26 %) en présence de charge ne le justifie
pas dans l'immédiat.
Une extension du modèle sera par contre prochainement réalisée : elle
concerne la modélisation de charge à grande épaisseur de peau· électromagnétique
(discrétisation suivant la normale à la surface) et permettra la modélisation
de la fusion d'oxydes en creuset froid.
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INTRODUCTION
La lévitation électromagnétique constitue une illustration caracté-
ristique des phénomènes couplés qui interviennent dans les dispositifs de
fusion et d'élaboration de matériaux en creuset froid.
Dans les configurations "traditionnelles" des inducteurs de lévita-
tion avec spires coniques ou dans les configurations nouvelles des creusets
froids de lévitation, un problème de frontière libre est à résoudre pour
déterminer la géométrie d'équilibre d'un volume fixé du matériau électro-
conducteur liquide, en fonction des caractéristiques électriques et géomé-
triques du système. Un couplage non linéaire apparaît au niveau des condi~ions
aux limites du domaine dont la frontière est l'inconnue du problème. Ce
couplage se présente de la façon suivante :
- Un inducteur engendre un champ magnétique alternatif diffusant
faiblement dans le matériau électroconducteur à léviter. Dans la peau électroma-
gnétique' If interaction entre les courants induits et le champ magnétique est
à l'origine de deux effets magnétiques
• Un effet de pression, lié à la distribution du champ magné-
tique à la surface du liquide lévité ..L'équilibre local entre la pression
magnétique, les forces de tension superficielle et la pression hydrodynamique
régit la forme d'équilibre de la surface libre. Cependant à cause de la faible
épaisseur de peau. la géométrie du domaine déter~ine la distribution du champ
magnétique et par conséquent la valeur locale de la pression magnétique. Un c
premier couplage existe ainsi .
. Un effet de brassage du liquide lévité : même lorsque la
peau électromagnétique est très fine, les forces électromagnétiques présentent
une partie rotationnelle liée à la variation de la pression électromagnétique
le long de la surface du matériau. La source de vorticité qui en résulte à la
périphérie du domaine liquide engendre au sein de celui-ci des écoulements de
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recirculation turbulents. La pression hydrodynamique non uniforme associée
à ce phénomène de brassage intervient dans la compétition entre les forces de
surface qui impose la géométrie de la surface libre. Un second couplage
apparaît alors.
Il existe cependant une hiérarchie importante entre les divers
effets produits par le champ magnétique alternatif imposée par la valeur du
paramètre d'écran R • Ainsi, comme il est montré par la suite, lorsque R
w w
s'accroit, la partie rotationnelle des forces électromagnétiques diminue
fortement, devant la partie irrotationnel1e. Les phénomènes de brassage
é1ectromagnétique~ bien que présents, n'induisent pas alors de variations
significatives de pression par rapport à la pression magnétique. Il est donc
possible d'ignorer le mouvement du liquide lors de la déterrrination de la
surface libre d'équilibre: le problème posé relève dans ce cas de la magné-
tostatique. La charge 1évitée est simplement considérée cornrr.e un solide
déformable caractérisée uniquement par sa tension superficielle.
Une approximation est faite qui consiste à considérer le cas asympto-
tique d'une épaisseur de peau nulle: une simplification im~ortante en résulte
dans le calcul de la distribution spatiale du champ magnétiq.ue déterminêe
soit par la méthode exposée au chapitre précédent, soit par une méthode exploi-
tant les intégrales de surface. La surface libre d!équilibr€: est déterminée
soit par une méthode globale reposant sur la recherche du minimlIm de l'énergie
totale du système, soit par une méthode locale permettant d'ajuster la forme
de la surface libre de façon à satisfaire en chacun de ses points l'équilibre
des contraintes.
Le cas de l'inducteur avec spires coniques est développé dans
l'article suivant intitulé "Le problème de fro'ntière libre en lévitation
électromagnétique", qui paraîtra dans le Journal de Mécanique Théorique et
Appliquée. L'application du modèle électromagnétique décrit au Chapitre l
et des techniques de minimisation d'énergie, ~ttentladéterminationdes
géométries ù'équilibre de charges liquides lévitées dans des creusets froids
munis de fonds sectorisés.
Une extension de cette étude, très intéressante au plan des appli-
cations industrielles, consiste en la détermination de la géométrie de la
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face interne du creuset froid de lévitation. qui permette de maximiser la
quantité du matériau que l'on peut léviter. ou l'énergie calorifique injectée,
ou bien encore l'intensité du brassage induit dans la charge. Cette exten-
sion est une application directe des techniques de modélisation présentées
considérant la recherche de la géométrie de la paroi interne du creuset
comme un second problème de frontière libre avec contrainte couplé au
problème de frontière libre précédent.
1S4.
LE PROBLEME DE FRONTIERE LIBRE EN LEVITATION ELECTROMAGNETIQUE
A. GAGNOUD, J. ETAI, M. GARNIER
GIS MADYLAM - B.P. 68 - SAINT MARTIN D'HERES CEDEX
1 - INTRODUCTION
L'exploitation des forces d~ répulsion entre un inducteur parcouru
par un courant alternatif et un milieu conducteur de l'électricité, appelé
aussi charge, permet la lévitation ~lectromagnétique. Les premiers essais de
ce procédé réalisés par Okress et al (1965) III ont mis en évidenc~ la possi-
bill té de fondy'e, purifier et homog§néiser des matériaux à haut point de fusion.
En effet l'absence de contact entre. le matériau à traiter et ~e creuset auto-
rise la fusion d'éléments très réactifs.
Des calculs de forces de lévitation sur une charge sphérique ont été
proposés par Fr~mm (1965) 121, Holmes (1978) 131 étudie la stabilité globale et
Mestel (1982) 141 modélise le mouvement dans la charge. Sneyd et Moffatt (1982)
151 calculent la forme de la surface l~bre d'un tore lévité et les mouvements
de brassage électromagnétique lorsque que cette surface est circulaire. El Kaddah
et Szekely (1983) 161 calculent le profil de température établi dans une goutte-
lette lévitée.
Lors,:tU' on réalise la fus!on d'un métal dans un creuset e:1 spires co-
niques, la cha:ge perd sa sphéricité. Le brassage électromagnétique et la répar-
tion de tempérdture sont alors différents de ceux déterminés pour une sphère.
Après un bref rappel sur l'effet de formage électromagnétiquef des
calculs de la forme d'équilibre de la surface d'une charge fondue sont présen-
tés dans le cas où le champ magnétique ne pénètre pas dans la charge et dans le
cas où il diffuse sur une faible épaisseur.
2 - FORMULATION DU PROBLEME
Lorsqu'un milieu ~, de conductivité cr et de perméabilité magnétique ~,
est mis en présenc~ d'un champ magnétique alternatif Bde pulsation élevée w ,
•il développe des courants induits j dans une couche limite superficielle, appelée
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peau électromagnétique d'épaisseur
& = (2 / \!aw )~
Ces cou~ants induits engendrent une élévation de température dans la charge et
permettent sa fusion. Leur interaction avec le champ magnétique crée une dis-
+ .. + +
tribution de forces F (F = JAB) dans la couche périphérique. La partie irro-
+tat~elle F. de cette force, répulsion entre l'inducteur et le domaine n, est
1.
exploitée pour lévitèr ou former sans paroi des liquides électroconducteurs. La
+partie rotationelle F crée le brassage électromagné~ique du fluide. L'inten-
r
sité relative de ces deux types de fcrces est liée à la pulsation w, par l'in-
termédiaire du paramètre d'écran Rw =\1awa2 (où a est la longueur cara~téristi­
que de nl.
L'élévation de la fréquence w conduit à l'intensification des forces
irrotationnelles susceptibles de vaincre la gravité et de réaliser la lévitation
électromagnétique.
La forme d'équilibre de la surface an du volume lévité n peut être
trouvée soit à partir de l'équation locale d'équilibre de l':nterface (constance
du saut des contraintes normales à la surface), soit par la recherche du mini-
mum de l'énergie totale du système constitué par la charge et les inducteurs.
L'expression du saut des contraintes normales à la surface a été for-
m~lée par Mestel (1982), so~s la forme adimensionnelle suivante:
(1) P P = W K + 21 a Rei - e .§.a us
2 1
+ 2 a B 2s + Z
où p et p. sont les pressions respectivement extérieure et intl~rieure à n, sur an
e 1.
- K est le rapport entre la courbure lo~ale et le rayon a de la sphère de
même volume que n,
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B est le champ magnétique tangent à la surface rapporté à 8 : champ
s 0
caractéristique du système étudié. Si l est le courant circulan~ dans
l'inducteur B peut être pris égal à Il Ila,
o
- u est la vitesse à la surface rapportée à U vitesse caractéristique
s 0
du fluide établie par
U
o
B 2
o
= 2\.lp
Ô
v
traduisant l'égalité locale dans une couche superficielle de Q des for-
ces d'origine magnétique et visqueuse ( v est la viscosité d'.! fluide).
et - "4/ = Yi p g a2 est un nombre de Weber où
+ y est la tension superficielle entre le métal liquide occupant n
et l'air,
+ P la masse volumique du métal liquide
+ g l'accélération àe la pesanteur.
- Re = U a/v est un nombre de Reynolds
o
Lorsque l'épaisseur de peau électromagnétiqle 6 est nulle, la partie
rotatkr.nelle des forces électromagnétiques s'annulle, il n'y a pas de mouvement
de brassage à l'intérieur de n et l'équation (1) devi~nt
= "4/ K + 12 :l 8 2s + Z
Toutefois , lorsque l'épaisseur de peau électromagnétique est faible
mais non nulle, le terme Re ôla qui est de l'ordre de 6 2 devient très petit
devant l'unité et le saut de~ contraintes normales à la surface vérifie (2).
La fonctionnelle correspondant à l'énergie totale du système s'exprime
comme la somme des énergies magnétique , de pesanteur et de tension superficielle.
11 (n) = -1~R.j dv
t
+ f p g z dv + f Y dS
n an
,\
1
1
~
1
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où Xt désigne la moyenne temporelle de la grandeur X. La surface d'équili-
bre est celle qui minimise la fonctionnelle ~ .
Dans cet article deux méthodes permettent la détermination de la for-
me d'équilibre d'une charge lévitée dans un inducteur conique (figure 1) sont
présentées. La première utilise la condition de la constance du saut des con-
traintes normales à la surface lorsque l'épaisseur de peau électromagnétique
est nulle. La seconde, basée sur la minimisation de l'énergie, est développée
dans le cas d'une épaisseur de peau très fine mais non nulle.
3 - CALCUL DE LA FORME D'EQUILIBRE DE LA CHARGE (~ = 0)
La méthode de calcul de forme de surface libre de la charge lévitée
par un inducteur à spires coniques présentée dans ce paragraphe a été proposée
par A.J. Mestel dans son mémoire de thèse (1982) 171. Elle a été modifiée par
nos soins afin d'être plus proche du phénomène physique. En effet l'analyse de
A.J. Mestel ne p~rmet pas l'introduction direc~e de l'intensité inductrice I.
Le facteur a est calculé de façon à ce ~ue le centre de gravité reste fixè.
pour ur. vol~~e donné, lorsque la tension superficielle varie. D'autre part il
faut, ~our une raison de convergence du progr~~me, que la charge à léviter
soit dêns une position proche de l'équilibre lors du début des calculs. Nous
avons (.onc prévu un calcul initial analytique afin de situer une sphère en lé-
vitati(n dans un inducteur conique. D'autres modifications ont été apportées
en particulier au niveau du traitement numérique des équations afin de permettre
l'extension de la méthode au calcul de la surface déformée d'un volume de métal
liquide axisymétrique dont la frontière présente à la fois des parties solides
et liquides (cas de l'élaboration de monocristaux par la technique de la zone
flottante) .
3.1 - Positionnement de la charge dans le creuset
Les calculs présentés dans ce paragraphe sont réalisés en coordonnées
sphériques ( r, a,~) centrées sur le centre de la charge considérée comme sphé-
..
rique de rayon a. Nous introduisons une fonction potentiel X du champ magnétique B
telle que :
.. X
B = V" (0,0, . a)
r s~n
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Dans le milieu extérieur à la charge, où cr = 0 ce potentiel vérifie
l'équation
2
avec E sin e+ ---2
r
a
ae
(_1_
sin e
a
ai)
et X = 0 sur r = a.
La solution générale de cette équation peut être trouvée par une
exploitation du théorème de la sphère de Butler énoncé par exemple par Milne-
Thomson (1968) p. 488 181.
GD
X = an r sine L
n=1
assurant la nullité de X à la surface de la charge où r = a. Les fonction3 P 1
n
sont des fonctions de Lengendre associées d'ordre n et de première espèce.
Les X sont déterminés p~r la position des spires inductrices formant le
n
creuset àe lévitation, repérées par r. et B.•
]. ].
=
\.lI
2n (n+1)
-n
r.]. sin e.].
p 1
n
(cos e.)
].
la spire considérée.
Le champ magnétique à la surface de la sphère est tangentiel
ax
ar
1
...2: X
n
«n+1) r n-l + n r -(n+2)) Pnl (cos a)
n=l
valable pour r < min (r.), l représente l'intensité algébrique du courant dans
].
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Ncus pouvons ainsi calculer la force de lévitation agissant sur la
sphère
=1r n (5) • 2 1f R (5)z dz
où r est la génératrice de n , et s est l'abscisse curviligne du point courant
de cette génératrice.
R(s) = r(s) sin e (s)
n : composante verticale de la normale extérieure à la sphère.
z
Par itératias su=cessives le centre de la sphère est positior.né de
façon à ce que la force de lévitation équilibre le poids de la sphère. Alors
la forme d'équilibre de la charge liquide', quand sa tension superficielle n'est
pas infinie (W =~) est calculée.
3.2 - Recherche de la forme d'équilibre
La constance dL saut des contraintes normales à la surface libre
s'écrit
= + Z
Au point l, situé sur l'axe de symétrie (figure 2) où z = zI et K = KI'
le champ magnétique présente un point d'arrêt et la condition (2) s'écrit
(3) 1W (K - K ) + (z - z ) + -l I 2 a B 2s = o
La surface libre de la charge initialement sphérique est modifiée au
cours du temps, jusqu'à ce qu'elle atteigne sa forme d'équilibre. Le potentiel
~ de la vitesse fictive induite par la déformation de la surface libre est
introduit dans l'équation (3) qui devient:
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où D/Dt est la dérivée matérielle de ~ • Près de la position d'équilibre la
vitesse de déplacement des points s'annule et V~ = O. Nous pouvons donc écrire
(4) ~ (t+~t)
s
1 2
= •s (t) + à t [W (K - Kr) + (z - zr) + 2: Bs ]
D'autre part l'équation de continuité de la vitesse du fluide supposé parfait
donne
(5)
est alors définie par :
Le problème (5) avec la condition à la frontière (4) permet de
pour chaque pas de temps la vitesse d'avance normale à la surface a. 1 .
an
s
trouver,
Celle-ci
R(t + At)
z(t +~t)
= R( t) - 2.11 . fL • ~t
an s H
= z( t) + 2.11 . n • ~t
an s z
où nR et nz sont les composantes de la normale extérieure n à an dans le re-
père cylindrique (R,tp, z).
A chaque pas de temps le champ magnétique, les courbures et les normales sont
alors calculés. Afin d'éviter un problème d'oscillations autour de la position
d'équilibre nous introduisons un coefficient d'amortissement sur le potentiel ~
dans l'équation (4).
3.2.1 - Résolution du problème '12 ~ = 0 dans n
• = .s sur a n
Ce problème est résolu par une technique d'intégrales de surface. La
deuxième égalité de Green s'fcrit :
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(6) = /1 (~
an
Soit la fonction de Green
222 ~!/t = [ (z - Z l) + R + R' - 2RR 1 cos tp J
qui correspond à une distribution de sources réparties sur la surface.
On note
./\
11( R, z, B t Z ) =
s s
1\.. +
,,(x, X )
S
rjl( R, z, R', z', tp} ct tp
+Lorsque x appartient à r l'identité (6) s'écrit
(7) f
r
1\ + +x} _acll ..~(x, (x ) ds =
s an s
3.2.2 - Discrétisation des équations
Nous avons choisi une double discr§tisation de la surface. La prem~ere
-> + +discrétisation x. balaie la génératrice et D. = lx. - x. 11. La seconde est
~ ~ 1. 1.-
constituée des points milieux ~.* de chaque segment [~. l' x. J•.C'est en ces1. ~- ~
points que l'on calcule pour chaque pas de temps la valeur ~ et :clI\ . L'équa-
+ S n s
tion (7) s'écrit pour chaque x.*
~
ou
1\(+ x".*) a'" (+ )4i x , 't' X ds =
S 1. an s 2lf ~S (~. *) +[ ~ (~ )1. r s s
n /\
.1I: .. .. ~ (~.*) ~ (~. *) t, .. x.*)R .* lI(X.*, x.*) D. + H.* -v(x , dsj=1 J J ~ an J J ~ an ~ s ~
j+l 1.-1
2 lf ~ (x" *)
s ~
A ~
'.H. +.. .. a~.... +]R(j(' . *) [...IU!aR· (x ... , x .* )n.. ( x .* )+ ( x. • ,x .* ) n (x. * ) ds
. J 1. J KJ az ~ J zJ
n
+L
j=1
Hi
+ ~s (-;i*) R(-;'i*{
i-1
/\ .. ..
3"4;
"- {x .x.·} ds
"" S 1.
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Les problèmes de singularité posés par l'existence des termes
/\(+ + *) d
"41 x ,x. sS 1.
et fi
i-1
sont résolus dans l'annexe 1.
a~1Nous obtenons donc un système de n équations à n inconnues --an j
i = (l,n] A..
1.J
= s.
1.
La matrice A.. est à diagonale dominante.
J.J
3.2.3 - Calcul du champ magnétique
A chaque pas de temps le champ magnétique, les normales et courbures
à la surface libre doivent être calculés. Les normales et courbures, ainsi que
+les points x. sont déterminés par utilisation de fonctions spline cubiques.
1.
Le calcul du champ magnétique se fait par une méthode d'intégrales aux frontiè-
res, analogue à celle utilisée pour déterminer la vitesse d'avance de la surface
libre. La fonction de Green utilisée ici, représente une distribution d'anneaux
vortex centrés sur l'axe de symétrie, et le domaine d'intégration considéré est
l'espace extér~eur à la charge.
Soit X le potentiel du champ magnétique
B= 'V A (0, ~, 0)
en coordonnées cylindriques(H,~ ,z).
L'équation de Maxwell-Ampère ('V ,'\ B = j) s' écri t
1 a a2
R aR + 3Z"Z
a
H aH
2
avec D- j
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avec X = 0 à la surface.
La fonction de Green introduite pour résoudre ce problème représente
le potentiel du champ magnétique créé par une spire de courant placée en R • zo 0
(8)
et
H(;, x .<p) =
o «z -
RR
o
cos II'
z )2 + R2 + R 2 _ 2 RR cosrp)~
000
(9) H(x. x , If) dcpo .
o
2La définition de 0 permet d'écrire
l =11/
IR -Q
H 2(- 0 X -
R2
La deuxième identité de Green donne
ainsi
l =11
an
[~I ~~I _XI a(H/R)1 ]
R s an s R s an s
ds
-Ill *j dV + 4~X
IR -n
=1/
an
~I a(x/R ) 1 ds
R s an s
L'utilisation de l'axisymétrie du problème, en se situant sur la sur-
face (où X = 0), et le fait que sur IR3 -nIa répartition des courants inducteurs
est discrète, conduisent à :
N
c
c==l
1\.. ..
H(x , x) l
c c f 1\.. ..H(x, x ) B (x ) dss s s
r
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Cette formule permet un calcul de B
s
plus simple que celui de la dé-
termination de ~ et se discrétiSé: de la même façon.
an
4 - CALCUL DE LA FORME D'EQUILIBRE DE LA CHARGE (ô ~ 0 et R!.Il » 1)
La surface libre d'équilibre an du domaine 12 est celle qui minimise
la fonctionnelle d'énergie .(~) corresponda,t à l'énergie totale du systèm~ :
(10)
--1
1R3
dv +/ Pgz dv
~
y ds
Le minimum est recherché avec la cont:'ainte imposée de la conserva-
tion du volume d~ la charge.
4.1 - La dérLvation par rapport au domaine
Les travaux de Séro-Guillaume (1983) 191, 110i, 1111 ont permis d'éta-
blir la dérivation par rapport au domaine de la fonctionnelle d'énergie •.
Considérons l'ap91ication identité l de ~3 dans 1R3 et a un champ de déplacements
de norme petite qui conserve le volume, l'application l + a est alors un difféo-
rrcrphisre • Soi t n,) un domaine, on note ~(a) l'expression d3 • correspor~dant à la
transformée ~ de n par le déplacement a
o
~ = (I + a) ~ 0 et ~ ( e) = • (12)
Sero Guillaume a alors démontré 19 1 que la position d'équilibre est
obtenue en 12 si .(12 ) est minimum, c'est à dire si pour tout déplacer.1ent to 0
admissible on a :
La dérivée de ~ par rapport au domaine en ~ appliquée à un déplace-
o
ment t qui conserve le volume est définie comme la différentielle àe. par rap-
port à a pour a = 0, soit :
• t=~
aa)
a=o
• t
~ (noi • t = 0an
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4.2 Présentation du modèle
Lorsque 5 = 0 , la fonctionnelle d'énergie totale du système définie
en (10) admet pour dérivée par rapport au domaine n vis-à-vis d'un déplacement ~
conservant le volume :
= f«Be22lJ
an
... ...
+ Pgz + yK) n • ~ > ds
...
Où n est la normale extérieure du domaine n, K la courbure locale de an, ~ le
... ...
champ de vecteurs correspondant au déplacement ~ et < X. y> désigne le produit
... ...
scalaire des vecteurs X et Y.
Choisissons le déplacement ~ 1 défini sur an par
B 2
... e'"~ 1 = _ (Pgz + 2lJ + y K) n
Ce champ de vecteur correspond à la direction de plu8 grande pente pour ~ , mais
ne conserve pas le volume ; il faut dcnc prendre en compte la contrainte
ven) = f dv = cste
n
dont la dérivée par rapport au domaine s'écrit
...
n> ds
Une nouvelle fonctionnelle F(n) est donc introduite
F(n) = ~(n) + ~ ven )
À est un multiplicateur d~ Lagrange déterminé par
f
an
...
< "'
•
...
n > ds = 0
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où ; est le champ de vecteur dans la direction de plus grande pente de F(n)
..
T s'écrit:
(11 )
B 2
.. e ..
T = - (pgz + 2~ + rK +1) n
Le point stationnaire de la dérivée de F(n) par rapport au domaine est recher-
ché à l'aide de l'algorithme suivant
Soi t n un domaine initial, après k déformations de la surface de la charge
o
le domaine nk est limité par la frontière ank . Le domaine nK+ 1 est alors obte-
nu à partir de ank par le déplacement Tk+1 . Ainsi
ank+1 = an. + Tk+ 1l.(
B 2avec
.. (x) 2 (pgz + e + rK +1\ ..Tk+1 = - 2~ ~
où x est un point de ank
~ la normale extérieure au point xde la frontière ank
.. .. ..
z la cote du point x, B le chamo efficace en x, k la courbure moyenne en x
e
2 un paramètre posi t .. f adaptable p::1clI' obtenir une forte décroissance de F (n) •
L'organig~amme utilisé pour la déte~mination de la surface libre
d'équilibre est donné en annexe 2.
Alors
Le déplacement
B 2
e
+ + rI<) ds2\l
1 =
aF
an . t k +1 < 0
de ank effectué diminue l'énergie totale du système.
98.
4.3 - Détermination de l'énergie magnétique
Le calcul de l'énergi~ magnétique du système, n~cessite à chaque ité-
ration, =orrespondant à une frontière ank , la détermination du champ magnéti-
que dans tout l'espace pour une intensité fixée dans l'inducteur. Ce calcul
étant trop fastudieux, l'expression de l'énergie magnétique ~m est transformée.
+Le calcul de B est réalisé dans le cas d'une fine épaisseur de peau
+électromagnétique, B est donc pratiquement tangent à la surface de la charge
8 ~ 8
t
, B est nul dans la charge. L'énergie magnétique s'écrit alors:
--t
f~ cvlv
2\.1
n
e
où n est le domaine extérieur à la charge lévitée.
e
Une exploitation simple de la relation
permet d'écrire
+
A
+
\7 1\ B 8 .\7 1\ A
_pA; t +f t... «8 +J> dv 1\ A) + >~m = • n cs2\.1
an
Volume âes
conducteurs
+ +
où A est le potentiel vecteur du champ magnétique et J la densité de courant.
2
Ainsi
f + +<A • J> dv
t ------t
dv
Volume des
conducteurs
NI
= 1:
k=i
inducteur
2 11' P...K
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t f< R (Bc 1\ j\c*)f (B 1\ j\) ++ e dsDe plus < n > ds = • n >21J 4}!
an an
où ~ désigne le rayon de la spire
c* l l .'court, I k est e comp exe ~onJugue
sur la spire k de l'inducteur.
k de l'inducteur, I k le courant qui la par-
de I~ et ~ le potentiel vecteur ccmplex'~ créé
- Modèle électromagnétique
r
r
génératrice
1T
21J
2
=
NI
= - L
kal
R (Bc ) est la partie réelle de BC •
e
Cette nouvelle expression de l'énergie magnétique nécessite unique-
ment la connaissance de la distribution du courant et du potentiel vecteur dans
les conducteurs et du champ magnétique à la frontière an.
Le modèle choisi est adapté à la condition de fine épaisseur de peau
électromagnétique. La configuration est supposée axisymétrique, l'hélicité de
l'inducteur est négligée. Le champ magnétique diffuse dans l'épaisseur de peau
électromagnétique ô. ô étant petit devant a l'équation de difÎusion àu cha~p
magnétique dans la charge est réduite; grâce à une approximation du type cou-
che limite à
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coù B est le champ magnétique complexe de partie réelle B =
i 2 = _ 1 et n. est la normale interne à la frontière aQ
1.
B cos (CoIIt + y),
o
La géométrie du système étudié étant à symétrie de révolution, les
..densités de courant induit J dans la charge sont purement azimu~es et vérifient
la même équation de diffusion qui admet pour solution
(12 ) =
-(1+i)n./&
e 1.
où JC est la valeur complexe associée à J de valeur JC sur an.
a
La modélisation électromagnétique choisie con~iste en la discrétisa-
tion de La génératrice r (fig. 3) de la surface dn en un ensemble de N éléments
de longu~ur curviligne identique correspondant à un ense~ble de spires coaxiales
dans les~uelles la densité de courant décro!t exponentiellement (12) suivant la
normale intérieure à an.
avec
La loi d'Ohm
Ê
j
=
=
aÊ
VV _ aA
dt
s'exprime, du fait de l'axisymétrie qui impose grad V = Ô, sous la forme:
Le potentiel vecteur créé au point R, z par ~ne spire filiforme, par-
courue par le courant l, de rayon a et placée à la cote a est :
( 13)
avec
f(a, a,R. z)
(14)
et
2 2
m = 4aR/ [( R + a) + (6 - z) ]
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DECOUPAGE
FIGURE 3
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où E1(m) et E2(m) sont les intégrales elliptiques complètes de première et se-
conde espèces.
On remarque que
( 13) et (14).
/\ /\H : R.f où H est définie en (8) et (9) et f en
Le potentiel vecteur créé par la spire t de taille finie s'en déduit
f(a,B,R,z) e dsdn.l
s, n. (abscisse curvi-
l
ligne et distance à la
paroi) de la spire t
f est une expression polynomiale dont la variation suivant la normale à ôn est
(1+i) n.
l
plus lente que e . Nous pouvons donc séparer les deux intégrations.
Je (1+i) n.lAC : L ô dn.11' l
n.
l
f( a ,S R, z) n. =0 ds
l
s
De plus J (s) es:. pris constant à la surface de chaque spire élémentaire t, si
o
bien que :
J ~ (J.) f f ra ,a,R, z) ni=0 ds
s
spire t
L'intégrale est calculée numériquement par la méthode des trapèzes.
Le potentiel vecteur créé par l'inducteur et la charge s'exprime comme une com-
binaison linéaire du courant inducteur l et des densités de courant induit JC (t)a
à la surface des spires élémentaires de la charge.
La distribution des courants induits est solution d'un système d'équa-
tions linéaires. Le potentiel vecteur et le champ magnétique s'en déduisent ai~
sément.
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Pour éviter les singularités qui apparaissent dans l'expression de
f(a,B,r,z) aux points de séparation des spires lors du calcul de l'énergie,
une double discrétisation de la génératrice est nécessaire.
premier découpage en spires de courant
... ..
pour calculer A et B
~deuxième découpage délimitant les spires
.. ..
de l'intégration de B 1\ A
A chaque itération la détermination de la courbure locale, des normales
externes et le calcul du v()lume sont effectués comme dans le modèle (0 = 0 i
après un lissage de la surface libre à l'aide de fonctions spline cubiques.
5 - PRESENTATION DES RESULTATS
Les deux paramètr~s adimensionnels caractéristiques du problème étudié
sont
w = -y-
2jJga
et Il 1
2
a = --3
pga
Il peut être intéressant, dans certains cas, de préférer à l'un d'eux le rapport
B = aW soit s =
La signification de chacun des paramètres est la suivante poue un maté-
riau donné de volume fixé :
- 1fJ, le narbre de Weber peut être cc:r.sidéré carrre le rapport, au point le plus bas de la charge
entre les forces antagonistes de t.ensicn superficielle et àe pcussée llYclrœtatique (seules en présence
l04~
lo~e &= 0). Lorsque W àiminue,la charge liquide a tendance à s'écouler le
long àe l'axe de l'inducteur.
~ a caractérise l'importance de l'effet de lévitation. Ce paramètre traduit en
effet l'intensité relative des forces électromagnétiques qui s'exercent sur la
charge, par rapport au poids de celle-ci.
B définit un critère de déformation de la charge. Il traduit la compétition en-
tre les forces de tension superficielle qui tendent à rendre la charge sphéri-
que et les forces électromagnétiques non uniformes.
Les figures 4, 5, 6 et 7 illustrent quelques résultats typiques obte-
nus par les deux méthodes exposées. Les exemples présentés concernent peur les
trois premières figures les cas ô/a = 0 (partie gauche de la figure) et ô/a = 0,07
(partie droite de la figure) ainsi que les cas ~/a = 0,04 et ô/a = 0,07 pour la
figure 7). La valeur des paramètres physiques choisis et des paramètres adimen-
sionnels correspondants est donnée dans le tableau suivant pour une charge de
rayon équivalent a = lO-2m , de masse volumique t) = l04kg/m3 lévi tée dans le champ
2de pesanteur g ~ la mis .
1 w 1 al __a~~
Figure 4 1
l = 1070 A 1 14 14
., = 10 N/m
Figure 5
-2 1400
1l = 1070 A
10 . 14
y = 0,1 N/m
Figure 6
l = 2100 A 10--2 54 5400
y = 0.1 N/m
Figure 7
"
.., '-
l = 2830 A 5 10 100 2000
y = 0,5 N/m 1
1 1
o1
1
o
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( a )$=0
o
FIGURE 6
INTENSITE E~FICACE DU COURANT INDUCTEUR:
TENSION SUPERFICIELLE: 0.1 N/M
1
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1
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La diminution forte de W entr~ la figure 4 et les figures 5 et 6, se
traduit par une géométrie de la charge qui s'éloigne de la sphère. On note
l'apparition d'un allongement de la charge vers le bas, amorce de l'écoulement
obtenu pour des valeurs plus faibles de ce paramètre.
Une différence apparaît dans la comparaison des formes d'équilibre
correspondant à ~/a = 0 et ~/a = 0,07 qui illustre l'influence du paramètre
fréquence. Lorsque 5 = 0 (fréquence infinie) le champ magnétique qui présente
un point d'arrêt à la base de la charge, nfapporte aucune contribution à la lé-
vitation. Par contre, lorsque l'épaisseur de peau augmente tout en restant faible
devant e, bien que ce point d'arrêt disparaisse la force de lévitation au
point bas de la charge est nulle. Ceci est dû à l'hypothèse sur l'axisymétrie
du problème. Toutefois au voisinage de ce. point d'arrêt les forces de lévi-
tation sont plus élevées que lorsque le champ ne pénètre pas dans la charge,
car la coubure locale du champ magnétique est moindre. Cette contribution est
mise en évidence sur les figures 4, 5 et 6 où le rayon de courbure de la
surface libre au bas de la charge est plus faible dans le cas ~ = 0 que dans
le cas ô = 0,07. A cet égard, la figure 7 est très expressive puisqu'une augmen-
tation de la fréquence conduit le point le plus bas de la charge à descendre et
le rayon de courbure local à diminuer de façon à compenser la réduction des forces
électromagnétiques par l'accroissement des forces de tension superficielle.
Sur les figures 4 et 5, le centre de gravité de la charge lévitée est
situé à des côtes très voisines (valeur identLque a). Sur la figure 6, l'effet
de lévitation est fortement accentué par l'acc:~oissement de a et le centre de
gravité de la charge, limitée dans son ascensi,)n par la répulsion de la contre-
spire, est localisé nettement plus haut.
Le paramètre a , qui caractérise l' é,~art géométrique àe la surface
libre, par rapport à la sphère, croit de la fiJure 4 à la figure 6. Il s'ensuit
une déformation plus accentuée de la charge et l'apparition de rayons àè cour-
bure de plus en plus petits.
La figure 5 met en évidence un effet caractéristique de la fréquence.
Pour une intensité fixée dans l'inducteur, la résultante des Îorces électroma-
gnétiques est plus élevée dans le cas 5 = 0 que dans le cas o~ les forces sent
réparties dans l'épaisseur àe peau : le "rendement" du système vis-à-·v"is -de
l'effet global de lévitation est d'autant meilleur que ô est plus faibl~. Ceci
se tradui t par une posi tian plus élevée du centre de gravi té de la charge dans
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le cas d'une épaisseur de peau nulle. Cet effet qui existe également dans les
cas considérés sur les figures-4 et 6 est dissimulé à cause de la prédominance
des eîfets de tension superficielle (figure 4) et de l'effet de la contrespire
(figure 6) qui réduisent fortement les degrès de liberté de la charge en équi~
libre.
Les formes d'équilibre obtenues par les deux méthodes sont en bonne
concordan·ce. Quelques différences apparaissent toutefois, notamment dans la
courbure locale qui trouvent leur origine dans les méthodes utiliséese Dans le
modèle exploité dans le cas o~ l'épaisseur de peau est nulle, l'expression de
la courbure intervient, contrairement au modèle utilisant la minimisation de
l'énergie, directement dans la condition d'équilibre de la surface libre. La
courbure est calculée à partir des points de la surface discrétisée par une
méthode d'interpolation basée sur l'utilisation de fonctions spline cubiques,
dont la précision, surtout en ce qui concerne les points situés sur l'axe de
symétrie, n'est pas excellente. Cette source d'imprécision qui apparaît dans la
condition limite pour le, modèle considérant une épaisseur de peau nulle influe
sur les résult~tss Par contre dans le modèle prenant en comp~e des épaisseurs
de peau finies, la courbure n'intervient pas de façon aussi déterminante sur la
précision de la solution. En effet dans le calcul de l'énergie totale, l'in-
tégration sur toute la surface supprime l'effet de l'imprécision du calcul de
la courbure locale qui n'apparaît que dans le ~alcul du àéplacement de la sur-
face libre au terme de chaque itération.
Chacune des deux méthodes nécessite l'ajustement de coefficients qui
ont une inÏluence sur la rapidité de convergence. Cans le modèle utilisant la
minimisation de l'énergi~ le paramètre e coefficient multiplicateur du déplace-
ment, permet en limitant les déformations à chaque itération, de préserver la
constance du volume. Il interdit de ce fait de faire apparaître les situations
critiques dans lesquelles le volume lévité se sépare en àeux parties, lorsque
la charge commence à s'écouler par exemplee Le modèle exploité dans le cas d'une
épaisseur de peau nulle nécessite l'ajustement du pas de temps ât et du coef~
ficient d'amortissement limitant les oscillations de la surface libre~ Ce dou-
ble choix, très àélicat, est déterminant pour la rapidité de convergence vers
la solution et pour la convergence elle même.
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6 - CONCLUSION
Deux modëles permettant le calcul de la surface libre d'un liquide
électroconducteur lévité dans un inducteur en spires coniques ont été présentésc
Ils prennent en compte les effets de pesanteur, de tension superîicielle et
des forces électromagnétiques lorsque l'épaisseur de peau électromagnétique est
faible. Ces modèles sont applicables à de nombreuses situations rencontrées dans
les prodédés métallurgiques comme le formage électromagnétique des métaux liqui-
des, la lévitation en creuset froid, l'élaboration des monocristaux par la tech-
nique de la zone flottante.
O1acun d'eux présente des avantages distincts à prendre en carpte dens le choix du rrodèle à
utiliser pour résoudre un problème donné. La p~ère méthode nécessLte le calcul
et l'inversion de deux matrices à chaque itération, le second l'in·/ersion d'une
seule matrice complexe de même taille que les précédentes. Le calcùl des gran-
deurs électromagnétiques est plus rapide avec le premier modèle. La déformation
de la surface libre qui se fait suivant la plus grande pente de lr~nergie tota-
le obtenue par la deuxième rréthode permet une convergence plus rapide que celle
résultant des oscillations de la surface libre autour de sa positi~n d'équili-
bre.
La connaissance de la géométrie de la frontière libre permettra une
meilleure détermination des cha~de vitesse et de température au sein de la
charge ·lévi tée. Ceci suppose cependant que la perturbation du charr.p de pression
interne à la charge induite par le champ de vitesse soit faible devant la pres-
sion magnétique ou la pression relative à la tension superficielle. Cette hypo-
thèse est parfaitement vérifiée dans le cas d'une épaisseur de peau nulle
où la partie rotationnelle des forces électromagnétiques est nul-
le . Elle doit être remise en question dans certains cas. Par exemple lorsque
le peau électromagnétique cesse d'être très fine devant la dimension caracté-
ristique de la charge et que les forces rotationnelles deviennent comparables
aux forces irrotationnelles. De plus ~es effects Marangoni peuvent exister.
Ils sont créés par des variati~ de tens~0n superficielle engendrées par de
forts rayons àe courbure ou par un chauffage superficiel différentiel dû aux
1 •
1
1
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courants induits. Ces effets sont susceptibles d'introduire des vitesses de
surface importantes, capables de modifier l'équilibre local, et donc la forme,
de la surface~ La prise en compte de ces couplages nouveaux dans la résolution
du problème de frontière libre est possible par des modèles dérivés des modèles
présentés. Il est clair cependant que le nombre d'itérations pour attei.ndre la
solution serait fortement accru et les conditions de convergence deviendraient
très délicates et difficiles à maîtriser.
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A N N E X E 1
A • •
Al recherche de la valeur singulière de ~ lorsque X
s
(R,z) de x· (Ri·' zi·)
•
est au voisinage de x.·
l.
[ (R ~ R~)2 ... (z _ z.)2 ... 4RR • sin2 !!!. ]-~
l. i i 2 drp
... ~
est la distance entre les points x· et x.·
l.
Cette intégrale est calculée entre 0 et K et entre K et 7r.Lorsque O~ tp~ K, la
variable tp* telle que tp= EW* est introduite, où e = [(z _ z .• ) ... (R _ R.• )2] Yz
l. l.
La première intégrale s'écrit
[l' edw· 1 (Log "RRi • K 22 RR.·e 2w2)Yz = ... (1 ... RR.· ~})
"RRi •
e 1.
€2(e ...
9 1.
1 VRR:=Log l. ... Log K= ---
"RRi •
E:
La deuxième intégrale se calcule simplement :
/
K
2 "R..T:{ .. sin II'
1. 2
=
1 (Log K - Log 4)~1.
2 "RR i •Log
A •
La fonction ~ présente donc une singularité logarithmique au point x.·.
l.
-------- _._-
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De même nous pouvons évaluer
1\ a /RR.·
11 = -=-__2=~ (R .• _ R) + 1 (~ R + 5 R~ _ (R + 3R .• ) Log 1. )
ar e:2 /RR.. 1. 4(RR. )3/2 2 2 1. 1. e:
1. 1.
~
az =
(z.· - z)
2 (z .• _ z) + 1. ~
e:2 /RR. "" 1. 4(RR. )3/2
1. 1.
a Y/RR.·
( 3 L 1. )
- 2 + og ----e:---
et
1\
H = 2
/RR •y i
r-
a vRR.·
1.[ Log -'-:2::--"';;' - 2.
A2
i
! 1\ (+ +_c_a_l_c_u_l__d_e_s i_n_t_é..,.grales .. x, xi) ds
i-l
i
et /
i-l
1\
li! IX, x. )ds
an 1.
?
Les singularités à lever sont en Log e: et en 1/e:-, tous les autres termes sont finis.
A.2.1 calcul de /
i-l
Log e: ds
Cette intégrale est calculée grâce à la formule
~Og Z dZ = Z Log Z - Z
où Z est pris tel que Z =(R - R.·) + i(z - z.*)
1. 1.
alors e: = 1Z 1 et dZ
et donc
. R. - R. 11.a 1. 1.-
= e ds avec a = Artg ~----~~
zi - zi_l
fi Log' ds: Re [e-ia (2
2
Log 22 - 22 - 21 Log 21 + 21 )]
i-l
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avec
•
Zl = (R. 1 - R.") + Hz. 1 - z.*) = Z(x. 1)~- ~ ~- ~ ~-
Z2 = (R. 1 - R.") + i(z. 1 - z.") = Z(x. )~+ ~ ~+ 1. ~
A.2.2
i
calcul de f
i-l
i
L'intégrale peut être décomposée comme une partie régulière notée jC
i-l
et une
partie singulière évaluée sur un petit arc de cercle (y) de rayon y centré sur
Xi":f suivant le schéma suivant :
(y)
R(M) = R." + y sin (a-6 )
1.
ds =y ct e
- y sin( a-6)
sin(a-6)
- cos(a-8)
z.*
~
z(M) =
,
...:Si3__
, l<Rr,Z~)
1
1
1
1
1
f (R - R.·)nR + (z - z.*)n~. ~ Z ds =2
e:
f~
o
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z - z. * = n(t)4
et
n(t)
'J = ~ (t)
R - R.* = ~(t)4
i (R - Ri*)nR (z - z.*)n
i
f + f d'J r ] ialors 2. 4 Z ds = 2 = LArtg'J . 1(1 4-
i-1
E: i-l + 'J )
Z. - Z.*
4 4
= Artg R. _ R.*
4 4
cette valeur est très proche de zéro.
Zi_1 - Zi*
Artg R. 1 - R.*4- 4
------------------------------------- -_ .. -
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A N N E X E 2
L'organigramme utilisé pour la détermination de la surface libre
d'équilibre est le suivant:
Q domaine initial de la charge
o
Calcul de ~ (n ) énergie initiale
o
1-]
Test choix de E:
a2
= - E:p(pgz + 2: +yK +À)k..ht-l.
aQ~ = an k-l + L ~
nouveau domaine
k = k + 1 non
non p = p + 1 1--__-'
~ est la forme d'équilibre
f
1
1
1
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III - CALCUL DE LA GEOMETRIE D'EQUILIBRE D'UNE CHARGE
LEVITEE DANS UN CREUSET FROID
Le paragraphe précédent a été consacré à la comparaison entre deux
modèles de détermination de la géométrie d'équilibre d'une charge liquide
en état de lévitation. Les deux approches ont des performances équivalentes
dans ce cas d'application. Cependant en ce qui concerne le creuset froid
de lévitation, compte tenu de la complexité de la distribution du champ magnétique
engendré, la méthode globale reposant sur la minimisation d'énergie est mieux
adaptée.
Dans un premier temps une exploitation de cette méthode à la lévitation
en spire conique permet une exploration plus fine que dans la partie précédente
de l'influence des principaux paramètres comme l'intensité l dans l'inducteur
et la tension superficielle r. La modélisation concerne une charge initialement
sphérique de rayon a = 1 cm, de masse volumique p = 10 4 kg/m3 , de conductivité
électrique cr = 5 10 6 Q-1 m- 1 pour diverses valeurs du courant inducteur et trois
valeurs de la tension superficielle égales à 0.5, 2,5 et 30 N m- 1 (la première
et la deuxième valeur correspondent respectivement à la plus faible et à la plus
forte valeur des tensions superficielles relatives aux métaux liquides courants).
La figure 8 montre l'évolution de la géométrie d'équilibre de la
charge pour une fréquence donnée de 100 kHz correspondant à une épaisseur deO,7mm
peau a. et t3 sont données dans le tableau suivant
1500 2000 3000 4000
UoI~ff
0,5 282 502 1131 2010 a. = pga 3
2,5 57 100 226 402
t3
UoI~ff
30 5 8,5 19 33 = r a
CI. 14 25 56 100
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Zem zem+
inducteur inducteur 6.6. ~~ 5. 5.
4. 4.
V=O.5Nm·1 3.
V=2.5Nm·1 3.
f =100.kHz L100.kHz
2. 0
_1:4000.A _1:4000.A
-c...4-.* 1=3000.A -c..-~·*1=3000.A 1.1. 00
...-...",,1=2000.A
.............. 1=2000.A
D-<J-iJ 1=150 O.A G-<J-G 1= 15 0 O.A O.O.
Rem 2. 1. O. Rem 2. 1. O.
Zem
inducteur 6.~. 5.
4.
0
V=30~Nm-l 3.
f=100.kHz
0 2.
_I=4000.A
-c...~.*1=3000.A 1.0
..-.... ""1=2000.A
"'-G-G 1=150 O.A O.
Rem 2. 1. O.
E.{g~~_~ : Génélta.tJUc.e.â de.â -6-01l11le.â d'éQu<L<..bJte de ta c.haJtge obtenue-â pOUlt CÜVeJTAe-â
va.f.e.LIJUl de teM-ton ~up~ueUe. et POUlt cüMéltente.â ampütude.â du c.oUltant
UJtc.u.f.ant daM .e.' inducteUlt
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Les résultats obtenus sont parfaitement cohérents avec les observations
expérimentales : pour des intensités élevées ou de faibles valeurs de la tension
superficielle la géométrie d'équilibre de la charge s'éloigne fortement de
la sphère. Par contre une tension superficielle très élevée conduit à une grande
cohésion de la charge qui subit peu de déformation à partir de la sphère ;
dans ce cas toute augmentation de l'intensité dans l'inducteur se traduit par
une élévation du centre de gravité sans déformation de la charge. Pour y = 2.5
N/m l'équilibre devient instable pour une intensité inférieure à 1000 A :
dans ce cas le métal s'écoule à la base de la charge et aucune convergence
numérique n'est possible.
L'effet produit par une variation de la forme de l'inducteur apparaît
sur la figure 9. Avec ce type d'inducteur la forme d'équilibre est beaucoup
plus lisse, ce qui doit correspondre à une meilleure stabilité de la charge.
Dans la pratique ce type d'inducteur est donc plus performant que le précédent.
Zcm
inducteur
6.
5•
Y=O.6Nm•1 4.
L100.kHz
0 3.
0
_.-.1= 1800.A 2.0
-t.-4-~I= 1500.A
............. I=1000.A 1.
Rem 2. 1.
°
E-{..g/}J!-_e__9_: Gén.étta,t,Uc.~~ dUl -60f'J1JUI dt équ"Lf).bJte. d June c.haJtge. f-évdé.e daYl/.l
un -f..nducteUJt c.OYl/.l;U;tué de 6 -op-i.JtUl poUJt d;.Ve.MUI vaf-eUJt-6 de c.oUJtant -f..nducteUJt.
-1 -1 -1
LUI c.aJtacté.~~quUl de ta c.haJtge -oont : p = 10~ kg/m3 , cr = 5.10 6 g m ,y=O,6m
)Ces divers tests ont permis de montrer la validité du modèle utilisé
avant son exploitation d~ns le cas du creuset de lévitations Pour des raisons
identiques à celles invoquées pour les creusets droits (coût de réalisation
très élevé des creusets notamment) la modélisation prend beaucoup d'importance
dans le développement de cette technique. Si la lévitation en spire conique est
réservée à de très faibles quantités de matériau (quelques dizaines de grammes)
la lévitation en creuset froid permet d'espérer, à la lumière des essais déjà
réalisés en petit nombre, que des tailles plus importantes soient accessibles.
En outre pour des raisons simples de sécurité, le creuset froid, réceptacle
naturel de la charge liquide en cas de problème, peut être exploité en site
industriel, contrairement à l'inducteur en spires coniques.
Le progranune de détermination de la géométrie d'une charge liquide
lévit~e a été adapté au cas du creuset froid. La modélisation nécessite le
couplage de deux logiciels : le logiciel de détermination de la distribution
du champ magnétique créé par un crells·et froid en présence d'une charge et le
logiciel de détermination de la surface libre d'équilibre par minimisatio~ de
l'énergie totale du système~ La principale modification apportée à ce dernier
concerne la prise en compte de l'énHrgie dans le creuset qui apparaît sous
la forme du terme supplémentaire
ffI 1.A d~
creuset
Comme dans le cas de la configuration en spires coniques, la détermination
de la géométrie d'équilibre nécessite une dizaine d'itérations. Cependant à
chaque itération la matrice du système impliquée est de taille beaucoup plus
importante: 200 x 200 alors qu'elle n'est que 30 x 30 pour les spires coniques.
Aussi n'avons-nous pas réalisé une étude systématique de l'influence des divers
paramètres, comme nous l'avons fait précédemment. La physique des phénomènes
impliquée est en effet rigoureusement la même dans les deux cas, la différence
fondamentale réside uniquement dans la distribution spatiale du champ magnétique
extérieur: nul doute qu'une étude de la stabilité de la charge en lévitation
ferait apparaître des critères différents.
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Les résultats présentés (Figure 10) concernent le cas particulier
d'un creuset de lévitation muni de quatre secteurs sépaFés par des fentes
de largeur 1 mm. La géométrie du fond du creuset est définie sur la figure.
_5
Le volume de la charge lévitée est de 3,35.10 m3 (a = 2 cm), sa masse
volumique p = 10 4 kg/m3 • Les courants dans l'inducteur ont des intensités
de 2500 A et 3000 A. Deux cas de tension superficielle ont été pris en compte
correspondant à 0,6 N m- 1 et 1 Nm-l • L'influence des variations de l et de r
est tout à fait identique à celle prédite et observée dans le cas de l'inducteur
conique.
Une différence très importante apparaît entre les deux types de
lévitation, en ce qui concerne la forme de la charge. En creuset de lévitation,
la géométrie de la charge s'écarte très peu de la sphère même pour des valeurs
des paramètres adimensionnels qui correspondaient à des déformations très
importantes dans l'inducteur en spires coniques. Ceci est dû à l'effet de
lissage opéré sur la distribution des courants par le creuset qui transforme
la distribution discrète de l'inducteur en une distribution continue sur
la face interne des secteurs. En outre, grâce à la partie cylindrique qui
surmonte lé fond sectorisé du creuset, la stabilité de la charge est obtenue
sans crntrespire : ceci est un avantage dans la mesure ou la contrespire est
à l'origine de déformations très localisées de la charge.
Si aucune étude de la stabilité de la charge n'a été faite de façon
comparative entre les deux techniques de lévitation, les considérations sur la
forme de la charge laissent penser que des masses importantes pourraient être
lévitées en creuset froid. La charge, en effet, présente une forme voisine de
celle d'une sphère, très favorable à la stabilité. En outre l'effet de concen-
trateur de champ réalisé par le fond sectorisé renforce le champ magnétique
dans la région critique située au point bas de la charge : la forme étirée de
la charge dans cette région, en inducteur conique, qui révèlait la faiblesse
du dispositif disparaît dans le creuset froid.
Dans le prolongement de cette étude, une analyse reste à faire, tout
à fait accessible par les méthodes utilisées, qui concerne l'influence de la
forme du fond du creuset sur les performances de la lévitation. La détermination
de cette forme, comme une nouvelle frontière libre est tout à fait possihle par
125.
les techniques déjà mises en oeuvre dérivées des méthodes variationnelles.
Une exploitation de ce travail est en cours dans le but de prédire
la forme de la surface libre du bain liquide en creuset froid droit lors du
tirage en continu. Les études réalisées jusqu'à présent ne prenaient pas en
compte l'effet de la tension superficielle et introduisaient une erreur dans
la géométrie. Cette erreur peut avoir des conséquences importantes au niveau
de la précision du champ de vitesse induit par la partie rotationnelle des
forces électromagnétiques sous la surface libre.
INDUCTEUR
ZONE LIQUIDE '
CREUSET
8
8
8
8
0----
8
8
8
~~'---+-------ZONE SOLIDE 1
~~~~~ ZONE SOLIDE 3
:--..\....~~r--t------I..ONE SOU DE 2
~~~~~~~~~lt-------FRONT DE SOLIDIFICATION
SURFACE LI8RE~~--t~~
OEFORMEE
SUIVANT LA
NORMALE A LA
SURFACE
F-i.gwr.e Il : SWt~ace übtte de la zone üQLU.de en eJtelUle.t -6JtO-i.d dttoU au COUfl..6 du :tUtage.
-----POWi. ce.t.te Uude, pllUl-i.eUfl..6 zonM -6oüdM de ttu~tivUu cü.UéJteYLtM -6oYLt à
pttendtte en compte. En eUe.t, lOM du :tUtage daM le üngot -6oUde la
tempéJtMwr.e n' Mt pM un-<.-6ottme e.t eYLttta-tne dM vatt-i.ation de conductivdé élédJt-i.Que.
)
A titlte d' ex..emple, le üngot Mt découpé en tJto~ paJtUM.
Ce découpage -6eJta -i.n~peMable {aM du couplage à la therJn-i.Que.
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CONCLUSION
Suscités et soutenus par le CEA, Centre d'Etudes de la Vallée du Rhône
à Marcoule, les travaux présentés dans ce mémoire ont permis de mieux comprendre
le fonctionnement du creuset froid, qu'il soit cylindrique ou muni d'un fond
sectorisé, et de résoudre un problème de frontière libre délicat posé par la
lévitation électromagnétique 0
En ce qui concerne le fonctionnement du creuset froid, aussi bien que
sa mise en oeuvre, le code de calcul tridimensionnel mis au point a permis une
approche plus rationnelle des installations de fusion dont la conception reposait
encore jusqu'à un passé très récent, sur l'empirisme. Le nombre de secteurs, du
creuset) la forme de ces secteurs, l'épaisseur des fentes, la géométr~e et la
position de l'inducteur ont une influence très sensible sur le rendement énergé-
tique d'un dispositif de fusion qui peut désormais être analysée et prédite 0
L'aide à la conception ainsi apportée présente un intérêt économique certain:
le coût de réalisation d'un creuset froid est très élevé, aussi est-il difficile
de réaliser plusieurs creusets prototypes avant de parvenir à la géométrie finale
répondant aux souhaits de l'utilisateur. L'exploitation du modèle peut permettre
de préciser toutes les caractéristiques d'une installation de fusion optimisée
vis-à-vis du rendement électrique. Il est clair que l'empirisme qui présidait à
la construction des creusets froids t joint au coût de réalisation, était un obstacle
difficilement franchissable, au développement de cette technique. Comment ne. pas
espérer que ce premier pas conduise à une exploitation industrielle beaucoup plus
étendue des creusets froids.
La détermination de la surface libre d'équilibre d'un volume liquide
en état de lévitation électromagnétique a été réalisée dans le cas d'inducteurs
coniques classiques et dans le cas des creusets froids de lévitation. Grâce à cette
résolution d'un problème de Ïrontière libre avec couplage .non linéaire au niveau
des conditions aux limites, ainsi qu'aux expériences réalisées, des espoirs
importants de voir dépas~ les limites habituelles des masses lévitées se font
jour : un ordre de grandeur de différence existe actuellement entre les masses
lévitées en creuset de lévitation et celles lévitées en creuset classique~ En
outre le creuset froid de lévitation, véritable lingotière active électriquement,
présente un grand avantage au niveau de la sécurité puisqu'en cas de forte
instabilité rompant l'état de lévitation, ou en cas d'interruption brusque de
puissance due par exemple à un défaut de l'alimentation électrique, le matériau
fondu tombe dans le creuset où il se solidifie. Cet avantage lié à l'approche
rationnelle effectuée devrait conduire à faire sortir la technique de fusion en
lévitation du cadre restrictif des laboratoires de recherche pour entrer dans
le contexte industriel comme une technique d'élaboration de matériaux de proprié-
tés spéciales.
Il reste cependant un travail important à accomplir tant en ce qui
concerne le creuset froid de lévitation que le creuset froid cylindrique.
Il faut en effet souligner qu'aujourd'hui encore, la conception d'un
creuset froid de lévitation repose sur l'empirisme pour ce qui concerne- le
paramètre dominant : la forme du fond du creuset. Seule, actuellement, la
difficulté, ou plutôt la facilité d'usinage du creuset impose la forme de la paroi
interne du creuset- qui est soit hémisphérique, soit composée d'une succession de
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troncs de cones dont l'angle et la longueur sont fixées par la fantaisie de
l'usineur. L'exploitation des méthodes variationnelles utilisées simultané-
m:nt~pour minimiser d'une part l'énergie globale du système, et déterminer la
geometrie de la surface libre d'équilibre, maximiser d'autre part la force de
lévitation en considérant la. paroi interne du creuset comme une frontière
libre, devrait permettre un progrès important dans le développement de cette
technique.
~ Les perspectives d'avenir des creusets froids cylindriques pour
l'elaboration en continu de matériaux à haute valeur ajoutée sont très ouvertes.
Il convi:n: cep:ndant de poursuivre l'analyse des phénomènes couplés mis en jeu dans
ces procedes d'elaboration en étudiant précisément les effets produits dans le
matériau ~i~ui~et af~n de ~es relier aux causes électromagnétiques (géométries
et car~ct7r1st1ques 71ectr1ques du creuset et de l'inducteur) de manière à pouvoir
les ma1tr1ser. Les d1vers couplages qui interviennent en creuset froid cylindrique
sont les suivants :
La forme de la surface libre du matériau fondu régit la distribution
du champ magnétique alternatif dans le creuset. Cependant cette distribution, par
le biais de la pression magnétique induite, impose la forme de la surface libre
un premier problème de frontière libre apparaît ainsi. La partie rotationnelle
des forces électromagnétiques induites dans la partie liquide du matériau fondu
engendre des écoulements de recirculation qui conditionnent les échanges de
chaleur entre le matériau chauffé par effet Joule dans la peau électromagnétique
et la paroi du creuset refroidi. La configuration de ces écoulements dépend
directement de la forme de la surface libre et du front de solidification. Or
la géométrie de ce dernier est régie par le régime thermique dominé par la convection
forcée. Un deuxième. problème de frontière libre se pose qui se couple au premier
par le biais ,des mouvements de brassage, en outre susceptiples~ à cause de la
pression dynamique résultante, de modifier la forme d,e la surface librec
En plus de conditionner le régime thermique du bain liquide, les mouve-
ments turbulents de brassage ont une influence très importante sur la structure
métallurgique et par conséquent sur les propriétés mécaniques du produit élaboré.
L'effet mécanique du brassage au voisinage du front de solidification casse les
dendrites qui sont convectées dans le liquide où elles sont refondues, abaissant
la,surchauffe locale et créant des germes de cristallisation. Ainsi, le contrôle
du brassage permet ~e piloter la structure du matériau élaboré qu'il est souhai-
table d'obtenir équiaxe à grain fin~ La fréquence des courants inducteurs est un
paramètre contrôlable par l'opérateur qui possède une influence de premier ordre
sur le brassage électromagnétique et par conséquent sur la structure du matériau.
La fréquence détermine-i'épaisseur de pénétration du champ magnétique dans le bain
liquide, c'est-à~dire à la fois la distribution des sources de chaleur et la
distribution des forces responsables du brassage. Il importe d'analyser précisé-
ment l'influence de ce paramètre, notamment dans l'optique de l'automatisation du
procédé d'élaboration avec un objectif de qualité métallurgique du produit.
Ainsi, dans le cas de l'élaboration d"alliages, le front de solidification ne peut
pas être défini simplement comme une surface isotherme. La géométrie du front de
solidification dépend non seulement des transferts de chaleur mais également des
transferts de masse relatifs aux divers constituants 0 Ces transferts se font par
convection : thermoconvection et brassage électromagnétique comme dans le cas des
matériaux purs, mais aussi convection solutable, liée aux variations de masse
volumique en fonction de la concentration en soluté du liquide. Dans ce cas un
nouveau couplage existe dans la résolution des problèmes de frontière libre par
le biais du transfert de masse.
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La connaissance, puis la maîtrise du brassage peut autoriser en creuset
froid des élaborations impossibles par d'autres techniques : le brassage doit
permettre d'obtenir des alliages très sains notamment grâce à l'effet d'homo-
généisation, dans le cas où les masses volumiques des constituants sont très
différentes et conduiraient en l' abse.nce de mouvement à des ségrégations par
décantation gravitaire.' De même t le brassage électromagnétique bien contrôlé
'présente un grand intérêt pour l'élaboration de matériaux composites en creuset
froid droit ou en creuset froid muni d'un fond : il ~.~t en effet utile d'ajouter
à un matériau métallique des éléments non métalliques dont l'effet. sur les
propriétés mécaniques en particulier, n'est bénéfique que si la distribution
spatiale des éléments d'inclusion est uniforme. Ces éléments d'addition peuvent
être, par exemple, des sphérules d'alumine ou encore des fibres de carbone
de faible longueurc Dans ce cas l'analyse du couplage entre l'électromagnétisme
et les transferts de masse turbulents est primordiale.
Si dans les matériaux métalliques à la fois très bons conducteurs
de la chaleur et de l'électricité, le brassage électromagnétique est plus
important que le brassage thermoconvectif, il en est autrement avec les oxydes,
les verres ou les céramiques à l'état liquide. Dans ces matériaux en effet les
gradients thermiques peuvent ~ngendrer des mouvements de recirculation par
thermoconvection, comparables en intensité, et antagonistes au brassage électro-
magnétique. Ainsi par modification de l'intensité et de la fréquence des courants
dans l'inducteur, il est pos$ible de promouvoir le brassage électromagnétique ou
le brassage thermoconvectif aux dépens de l'autre ou de bloquer pratiquement les
phénomènes de convection dans le liquide. Cette possibilité est très précieuse,
par exemple dans l'élaboration de monocristaux par tirage hors du bain en creuset
froid avec fond sectorisé. Elle ouvre en effet la possibilité dféla~orer des cristaux
formés d'une succession de couches très minces dopées sélectivement.
Pour réaliser avec succès de telles opérations très prometteuses, il
est nécessaire de (~onnaitre avec précision 1 r influence de chacun des paramètres
sur chacun des phénomènes physiques précédemment décrits.
Je souhaite vivement que ces études puissent être entreprises et aboutir,
dans la continuité de mon travail, et que la technique du creuset froid puisse,
grâce à elles, connaître un développement a la mesure des avantages qu'elle offre.
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MODÉLISATION DES INSTALLATIOI{S DE FUSION
EN CREUSET FROID
POUR L'ÉLABORATION EN CONTINU OU LA LËVITATION
Nom de I'auteur,' Annie GAGNOUD
Établissement; l. N. P. G.
R ÉSUMÉ
Les creusets froids permettent d'élaborer dans des condi-
tions de haute pureté des matériaux très réactifs. Peu exploités
industriellement, leur conception est dictée par l'empirisme. La
modélisation électromagnétique des creusets froids cylindriques
et des creusets froids de lévitation est réalisée. La méthode
utilisée nécessite la seule discrétisation des parties électrique-
ment actives et prend en compte le caractère tridimensionnel
de la géométrie des creusets. Des enseignements précieux
sont dédu its qu i permettent la conception assistée par ordi-
nateur des installations de fusion en creuset froid. La géométrie
d'équilibre d'un domaine liquide en lévitation est ciéterrninée.
MOTS.CLÉS
Fusiorr ; Induction ; Creuset froid ; Procédé d'élaboration ; Modélisation
numérique ; surface libre ; Lévitation électromagnétique.
